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ISTIKLAL MARSI

Korkma, sonmez bu safaklarda ylizen al sancak;
Sonmeden yurdumun iistiinde tiiten en son ocak.
O benim milletimin yildizidir, parlayacak;
O benimdir, o benim milletimindir ancak.

Catma, kurban olayim, ¢ehreni ey nazli hilal!
Kahraman 1rkima bir giil! Ne bu siddet, bu celal?
Sana olmaz dokiilen kanlarimiz sonra helal.
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal.

Ben ezelden beridir hiir yasadim, hiir yasarim.
Hangi ¢ilgin bana zincir vuracakmig? Sasarim!
Kiikremis sel gibiyim, bendimi ¢igner, asarim.
Yirtarim daglari, enginlere sigmam, tasarim.

Garbin afakini sarmigsa ¢elik zirhli duvar,
Benim iman dolu gogsiim gibi serhaddim var.
Ulusun, korkma! Nasil bdyle bir iman1 bogar,
Medeniyyet dedigin tek disi kalmis canavar?

Arkadas, yurduma alcaklart ugratma sakin;
Siper et govdeni, dursun bu hayasizca akin.
Dogacaktir sana va’dettigi glinler Hakk’in;
Kim bilir, belki yarin, belki yarindan da yakm.

Bastigin yerleri toprak diyerek gecme, tani:
Diisiin altindaki binlerce kefensiz yatani.
Sen sehit oglusun, incitme, yaziktir, atant:
Verme, diinyalar1 alsan da bu cennet vatani.

Kim bu cennet vatanin ugruna olmaz ki feda?
Stiheda fiskiracak topragi siksan, siiheda!
Cani, canani, biitiin varimu alsin da Huda,
Etmesin tek vatanimdan beni diinyada ciida.

Ruhumun senden {14hi, sudur ancak emeli:
Degmesin mabedimin gégsiine ndmahrem eli.
Bu ezanlar -ki sehadetleri dinin temeli-

Ebedi yurdumun {istiinde benim inlemeli.

O zaman vecd ile bin secde eder -varsa- tagim,
Her cerihamdan 114hi, bosanip kanli yagim,
Figkirir ruh-1 miicerret gibi yerden na’sim;

O zaman yiikselerek arsa deger belki bagim.

Dalgalan sen de safaklar gibi ey sanli hilal!
Olsun artik dokiilen kanlarimin hepsi helal.
Ebediyyen sana yok, irkima yok izmihlal,
Hakkidir hiir yasamig bayragimin hiirriyyet;
Hakkidir Hakk’a tapan milletimin istiklal!

Mehmet Akif Ersoy



GENCLIGE HITABE

Ey Tiirk gengligi! Birinci vazifen, Tiirk istiklalini, Ttirk Cumhuriyetini,
ilelebet muhafaza ve miidafaa etmektir.

Mevcudiyetinin ve istikbalinin yegane temeli budur. Bu temel, senin en
kiymetli hazinendir. Istikbalde dahi, seni bu hazineden mahrum etmek
isteyecek dahili ve harici bedhahlarin olacaktir. Bir giin, istiklal ve cumhuriyeti
miidafaa mecburiyetine diisersen, vazifeye atilmak icin, i¢inde bulunacagin
vaziyetin imkan ve seraitini diisiinmeyeceksin! Bu imkan ve serait, ¢ok
namiisait bir mahiyette tezahiir edebilir. Istiklal ve cumhuriyetine kastedecek
diismanlar, biitlin diinyada emsali goriilmemis bir galibiyetin miimessili
olabilirler. Cebren ve hile ile aziz vatanin biitiin kaleleri zapt edilmis, biitiin
tersanelerine girilmis, biitiin ordular1 dagitilmis ve memleketin her kosesi bilfiil
isgal edilmis olabilir. Biitiin bu seraitten daha elim ve daha vahim olmak tizere,
memleketin dahilinde iktidara sahip olanlar gaflet ve dalalet ve hattd hiyanet
icinde bulunabilirler. Hatta bu iktidar sahipleri sahsi menfaatlerini,
mistevlilerin siyasi emelleriyle tevhit edebilirler. Millet, fakr u zaruret iginde
harap ve bitap diismiis olabilir.

Ey Tiirk istikbalinin evladi! Iste, bu ahval ve serait i¢inde dahi vazifen,
Tirk istiklal ve cumhuriyetini kurtarmaktir. Muhta¢ oldugun kudret,
damarlarindaki asil kanda mevcuttur.

Mustafa Kemal Atatiirk
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ON sOz

GENEL MUDURDEN
ON sOZ

Teknolojik gelismeler, toplumsal ve kulturel degisimler egitim sistemlerini de buyuk ol¢cude
etkilemektedir. Bu sUrecte egitim programlarinin cagin gerekleri dogrultusunda 6grencilerin ih-
tiyaclarini karsilayacak sekilde gelistirilmesi bir zorunluluk olarak ortaya ¢cikmaktadir. Coklu po-
tansiyele sahip 6zel yetenekli 6grencilere yonelik farklilastirilmis ve zenginlestirilmis egitim prog-
ramlarinin hazirlanmasi ayri bir dnem tasimaktadir.

Ozel yetenekli 6grenciler genel anlamda akranlarina gére farkli gelisim &ézellikleri gosteren,
o0zel akademik yetenege sahip, soyut fikirleri kolay anlayabilen, akil yUrdtme ve muhakeme bece-
rileri gl olan bireylerdir. Ozel yetenekli d3rencilerin bireysel yeteneklerinin farkinda olmalari
ve kapasitelerini gelistirerek en Ust duzeyde kullanmalarini saglamak amaciyla 1995 yilinda bilim
ve sanat merkezleri (BILSEM) aciimis olup Ozel Egitim ve Rehberlik Hizmetleri Genel MUdUurlagu
blnyesinde hizmet vermeye baslamistir. BILSEM'lerde resim, muzik ve genel zihinsel yetenek
alanlarinda tanilanan 6grencilere alan uzmanlari tarafindan hazirlanmis programlar uygulan-
makta; 6grenciler uyum (oryantasyon) programi, destek egitimi programi, bireysel yetenekleri
fark ettirme programi, 6zel yetenekleri gelistirme programi ve proje Uretimi/ydnetimi programi
olmak Uzere bes asamali bir sUrecten gecmektedirler.

Ozel yetenekli 6grencilerimize yonelik uygulanan BILSEM programlarinin ve kullanilan yar-
dimci ders materyallerinin gliincel gelismeler dikkate alinarak revize edilmesi, programlarin farkl
becerilerin gelisimini destekleyecek sekilde hazirlanmasi ihtiyaci ortaya ¢cikmistir. Bu dogrultu-
da alaninda yetkin 6gretmen ve akademisyenlerin bulundugu komisyonlar olusturulmus ve 19
bransta egitim programlarinin gelistiriimesine yonelik calismalar gergeklestiriimistir.

Genel MUdurlugumuz bunyesinde faaliyet gosteren Ozel Yeteneklilerin Gelistirilmesi Daire
Baskanhgi tarafindan yurdtulen bu calismayla, Ulke genelinde 6zel yetenekli cocuklarimizin geli-
simlerinin desteklenmesi ve onlara sunulan egitimin niteliginin arttirilmasi amacglanmistir. Buna
ek olarak 6zgun ve islevsel materyaller ile 6zel egitim alaninda hizmet veren dégretmenlere uy-
gulamalarinda rehberlik edecek bir yol haritasi da sunulmustur. Ogretmenlere rehber olmasi ve
ozel yetenekli 6grenciler ile ¢calisan tum kurumlara isik tutmasi amaciyla 19 brans bazinda ha-
zirlanan yardimci ders materyalleri esnek bir yapiya sahiptir. Covid-19 pandemi sUrecindeki tum
zorluklara ragmen titiz calismalar yuruten Genel MUdurligumuz personeline, akademisyenleri-
mize ve d6gretmenlerimize verdikleri emekler icin sonsuz tesekkurlerimi sunarim.

Daha nice yeni calismalarda bulusmak dilegiyle...

Prof. Dr. Kemal Varin NUMANOGLU
Ozel Egitim ve Rehberlik Hizmetleri
Genel Mudira







GIiRIS

Bilim ve Sanat Merkezleri (BILSEM) &zel yetenekli 6grencilerin kapasitelerini gelistirerek en Ust dizeyde
kullanmalarini saglamak amaciyla 6zgun Urudn, proje ve Uretimlerin gerceklesmesi icin 6grencilerin yete-
neklerine uygun proje tabanli, disiplinler arasi, zenginlestirilmis, farklilastiriimis egitim programi uygulandi-
g1 ve etkinliklerin duzenlendigi egitim kurumlaridir. Bu merkezlere devam eden &grencilerin, sahip olduk-
lari Ust duUzey bilissel dzelliklere gore ihtiya¢ duyduklari egitimi alabilmeleri icin bu 6zelliklere sahip égretim
programlarina ve yardimci ders materyallerine gereksinim duyulmaktadir. Bu ¢calisma, Milli Egitim Bakanli-
g1 Ozel Egitim ve Rehberlik Genel Madurltigu Ozel Yeteneklerin Gelistiriimesi Daire Baskanliginca yurutal-
muUs ve tum etkinlikler kitap yazarlarinin ortak calismasi sonucunda cikariimistir. BILSEM programlarindan
biri olan “Ozel Yetenekleri Gelistirme Programi (OYGP)", 6grencilerin sectikleri alanda derinlemesine egitim
alacaklari bir egitim programidir. Ozel yetenekleri gelistirme programinin uygulanmasi strecinde, disiplin-
ler arasi iliskiler dikkate alinarak dégrencilerin yonlendirildigi alanda derinlemesine, ileri duzeyde bilgi, bece-

ri, davranis kazanmalari ve bu dogrultuda Uretimde bulunmalari saglanir.

Ozel yetenekli 6grencilerin egitimine katki sunulmasi amaci ile hazirlanan ve yardimci ders materyali
niteliginde olan Matematik dersi etkinlik kitabi OYGP programinda, matematik alanina yénlendirilmis 63-
rencilerin egitiminde, matematik égretmenlerine rehberlik etmesi icin hazirlanmistir. Etkinlik kitabinin te-
mel amaci, BILSEM'lerde uygulanacak dgretim programinin ve yardimci ders materyallerinin gelistirilmesi
ve bu dogrultuda 6rnek etkinliklerin hazirlanarak yazili hale getirilmesidir. Bu sayede kalici, erisilebilir ve
paylasima acik olmalarini saglamaktir. Bu etkinlik kitabi 6gretmenlerin, 6gretim programinda bulunan ka-
zanimlar dikkate alinarak hazirlanacak cerceve planlar dogrultusunda, uygun etkinlikleri secerek derslerde
kullanmasi icin hazirlanmistir. Bu kitap tamamlanmasi gereken bir ders kitabi niteliginde olmayip 6gret-

menler icin kilavuz olarak hazirlanmistir.

Her ne kadar bu etkinlikler 6grencilerin yas ve sinif seviyeleri dikkate alinarak gruplandirilsa da, dzel
egitimin amaci geregi, 6grenci ve gruplarin hazirbulunusluk, bireysel yetenek, ihtiyac ve 6zelliklerine goére
etkinlikler farkhlastirilip zenginlestirilebilir. TUm yil boyunca bu etkinliklerin tamaminin uygulanma zorun-
lulugu olmayip, etkinliklerin bir kismi secilerek yillik plan olusturulabilir.

TUm program matematik komisyonu Uyelerince moduiler yapida kurgulanmistir. BILSEM Matematik
Dersi Ogretim Programi-OYGPTe gére hazirlanan bu kitap 4 modul altinda toplam 39 etkinlikten olusmak-
tadir. Cebir ve Sayilar Teorisi modulu icin 19, Analiz modulu icin 6, Sonlu Matematik modulu igin 7 ve Ge-
ometri modulu icin de 7 etkinlik hazirlanmistir. Her etkinligin basinda bulunan etkinlik karekodu ile o et-
kinligin dijital materyallerine ve 6lcme degerlendirme formuna ulasabilirsiniz. Bazi etkinliklerin sonunda
bulunan etkinlik formlari 6grencilere dagitilmak amaciyla hazirlanmis ve etkinlik icerisinde etkinlik formu-
na yonlendirmeler yapilmistir. Etkinlik icerisinde bulunan uygulama baglantilarina yine karekod ile ulasila-
bilmektedir.

BILSEM Matematik dersi icin hazirlanmis olan bu yardimci ders materyalinin é6gretmenlerimize ve do-
layislyla 6grencilerimize faydali olmasini temenni eder, Milli Egitim Bakanhgi, Ozel Egitim ve Rehberlik Hiz-
metleri Genel Mudurlugu, Ozel Yeteneklilerin Gelistirilmesi Daire Baskanligi yetkilileri basta olmak Uzere, bu
Urdnun ortaya ¢cikmasinda emegdi gecen herkese tesekkUr ederiz.

Lise Matematik Kitap Komisyonu
Mart, 2022
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MATEMATIK

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : MATEMATIKSEL MANTIK
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Matematiksel ispat

KAZANIMLAR : 1. Acik dnermeye ve dogruluk kimesine matematik ve
felsefeden ornekler verir.

2. Tanim, aksiyom, postulat, teorem, ispat ve sani kavram-
larini yorumlar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, 6grencilerin dnerme ve dogruluk degeri kavramlarini tanimasi, acik
dnerme ve dogruluk kimesine érnekler vermesi hedeflenmektedir. Onermelerin
olumsuzunu bularak bilesik dnermelerin "ve', "veya", "ya da", ve "ancak ve ancak"
baglaclariile yazmalarive "her" ile "bazi" niceleyicilerini tanimalari amaclanmistir.
Verilen ifadelerin sembolik mantik diline ¢evrilecegdi érnek calismalar yapmasi
beklenmektedir. Tanim, aksiyom, postulat, teorem, ispat ve sani kavramlarini ta-
rihsel sureg icerisinde yorumlamaya yonelik drama c¢alismasi hazirlanmistir.

Baslarken...

Mantik, tiim matematikgilerin kullandig: ortak dildir. Bu nedenle, matematigi anlamak ve aktarmak i¢in
onu ¢ok iyi bilmek gerekir. Matematigin ve felsefenin ortak yapi tast mantiktir. Mantik, en genis tanimiyla
dogru diistinme aracidir. Ancak matematik¢inin gorevi, ortaya attig1 bir savin neden dogru oldugunu bulmak-
tir. Felsefeci, tanimlar1 ve aksiyomlar: bir sonuca varmadan sorgulayabilir. Bu konuyla ilgili Ali Nesin'in bir
ornegini ele alalim: “Hi¢ Macarca bilmedigimizi varsayalim ve anlamini bilmek istedigimiz Macarca bir sézciik
var. Ve sadece Macarcadan Macarcaya bir sozliigiimiiz var. Bu sozciigiin anlamim bulmak igin sozliige baktigi-
mizda yine Macarca bir tanmimla karsilasiyoruz. Ama tek bir kelime bile bilmedigimizden tanimi anlamiyoruz.
Bu sefer tanimdaki kelimeleri sozliikte artyoruz ve onlarin da Macarca anlamlarini bilmedigimizden bu boyle
siirekli devam ediyor. Sozliik sonlu sayida kelimeden olustugundan bir siire sonra tekrar ayni kelimelere rastlariz.
Yani bir sozciigiin anlamim bilmek icin o sézciigiin anlamini bilmemiz gerekir. Bu nedenle de en azindan birkag
Macarca kelimeyi bilmeden bir sozciigiin anlamini bilemeyiz. Iste Macarcay: bu sizliige bakarak dgrenebilme-
miz i¢in bilmemiz gereken sozciiklere Macarcanin aksiyomlar: diyebiliriz.” Iste matematikgiler bir temeli kabul
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CEBIR VE SAYILAR TEORISI

ettikten sonra bunlarin mantiksal neticeleriyle ilgilenir. Unlii matematikgi ve filozof Bertrand Russell'a gore
saf matematik, “Eger p ise q” seklinde 6nermelerden meydana gelir. Sembolik mantik; 6nermeler mantig1 ve
niceleyiciler mantig1 olarak ikiye ayrilir.

Onermeler Mantigi

Ornek ciimleler iizerinden ciimle yapilarindaki farkliliklarin kesfedilmeye caligildigi ve daha sonra éner-
me olan ciimlelerin vurgulanarak 6nermenin taniminin yapilmasi istenir.

Asagidaki ifadelerin sadece dogru ya da yanlis olma durumlarini inceleyiniz. Dogrulugundan ya da yan-
lishigindan bahsedemeyecegimiz ifadeler var mi?

a.  Su 100 derecede kaynar. (Dogru)

b. Her karga siyahtir. (Yanlis)

¢. X+ 2 =2x(Bilinmeyen x degerine bagl1)

d. Bugiin hava giineslidir. (Dogru/Yanls)

e. Yarin erken kalk. (Emir cimlesi)

f. 2+2=5(Yanhs)

g. Tum asal sayilar tektir. (Yanlis)

h. Eger hava giinesli ise denize gidecegim. (Dogru/Yanlis)
i.  Bir bardak su getirir misin? (Soru ciimlesi)

jo  Her gift say1 2 ile boliiniir. (Dogru)

k. x*>= 16 olan bir x tam sayis1 vardir. (Dogru)

— UM

Onerme kesinlikle dogru ya da kesinlikle yanlis olan bir ciimle veya matematiksel ifadedir. Belirli bir

onermeyi temsil etmek i¢in ¢ogunlukla p, g, r ve s harflerinden birini kullaniriz.

Bir 6nermenin dogru ya da yanlis olmasina, o 6nermenin dogruluk degeri denir. Bir 6nerme dogru
ise dogruluk degeri D veya 1 ile, yanlis ise Y veya 0 ile gosterilir.

Onermeler degisken igerebilir ve énermenin degiskene bagl oldugunu ifade etmek icin cogunlukla p(x)
gibi ifadeler kullanilir. Ornegin, p(x): Eger x cift ise 2’nin katidir. Ornek ciimlelerden j ciimlesi ile p(x) 6ner-
mesi karsilagtirilarak ayni anlama geldigi vurgulanir.

15



MATEMATIK

Ornek ciimlelerden énerme olanlarin dogruluk degerlerini bulmaya yonelik ¢aligmalar yapilir. Ornek
ciimlelerden k ciimlesinin bazi sayilar i¢in dogru oldugu vurgulanarak dogruluk kiimesi olusturmaya yonelik
caligma yapilir.

k(x): “x* =16 olan bir x tam sayis1 vardir” k(-4) = 1, k(4) = 1 olup D = {-4, 4}tiir.

AN

I¢inde en az bir degisken bulunan ve bu degiskenlere verilen degerlerle dogru ya da yanlis oldugu be-

lirlenen 6nermeye agik 6nerme denir ve bu 6nerme p(x) ile gosterilir.
Bir agik dnermeyi dogrulayan elemanlarin kiimesine o agik nermenin dogruluk kiimesi denir.
Bir a say1s1 p(x) a¢itk dnermesinin dogruluk kiimesinin elemani ise p(a) = 1dir.

Bir b sayis1 p(x) agik dnermesinin dogruluk kiimesinin elemani degil ise p(b) = 0'dur.

“Su 100 derecede kaynamaz” ifadesi a nermesinin olumsuzudur.

Onermelerin olumsuzlastirilmasina yénelik calismalar yapilir. (Etkinlik Formu Soru 2)

— UADI

Bir 6nermenin hitkmiiniin degistirilip yerine olumsuzunun kullanilmasi ile elde edilen 6nermeye ilk
onermenin degili (olumsuzu) denir. p 6nermesinin degili p' veya ~p ile gosterilir.

Verilen 6rneklerden h 6nermesi incelenerek iki ya da daha fazla 6nermenin ve, veya, ya da, ise ancak ve an-
cak baglaclari ile birlestirilerek bilesik onermeler olusabilecegi fark ettirilir. Her bilesik 6nerme bir 6nermedir.
Bilesik 6nermelerin okunuslar1 ve gosterimleri agiklanir.

— UADI

o pile q dnermelerinin “ve” baglaci ile baglanmasindan olusan bilesik 6nermeye, “p ve q bilesik 6ner-

mesi” denir ve bu 6nerme p A q bigiminde gosterilir.

o pile q 6nermelerinin “veya” baglaci ile baglanmasindan olusan bilesik 6nermeye, “p veya q bilesik
onermesi” denir ve bu 6nerme p V q bigiminde gosterilir.

o pile q 6nermelerinin “ya da” baglaci ile baglanmasindan olusan bilesik 6nermeye, “p ya da q bilesik
onermesi” denir ve bu 6nerme p ¥ q bigiminde gosterilir.

o pileqonermelerinin “ise” baglaci ile baglanmasindan olusan bilesik 6nermeye kosullu 6nerme denir
ve bu kosullu 6nerme p = q bi¢iminde gosterilir.

« (p= q A (q= p) bilesik 5Snermesine iki yonlii kogullu 6nerme denir. Iki yonlii kogullu énerme p < q
seklinde yazilir ve “p ancak ve ancak q” olarak okunur.
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Bir sinifta 6gretmen yoklama almaktadir.
p: “Ali geldi”
q: “Ayse geldi”

Yapilan yoklamaya goére p', pA q, pVv ¢, pY¥Y q p = q, p © q ifadelerin ne anlama geldigini agiklayiniz ve
dogruluk tablosu yapiniz.

Coézum:
p": “Ali gelmedi” (Ali okula geldiyse p=1ve p'= 0 olur.)

p A q: “Ali ve Ayse geldi” (Hem Ali hem Ayse okula geldiyse p A q = 1 ikisinden en az biri gelmediyse p A
q =0 olur.)

p Vv q: “Ali veya Ayse geldi” (Ali veya Ayseden en az biri okula geldiyse p v q = 1 ikisi de gelmediyse p v q
=0 olur.)

p Y q: “Ali ya da Ayse geldi” (Ya Ali ya Ayse okula geldiyse p ¥ q = 1 ikisi de geldiyse ya da ikisi de gelme-
diysep ¥ q=0olur,)

p = q: “Ali geldiyse Ayse geldi” (Ayse’nin gelmesi Ali’ye baglidir. Ali geldiginde Ayse gelmezse p = q=0
olur diger durumlarda p = q =1 olur.)

p © q: “Ali geldi ancak ve ancak Ayse geldi” (Ikisinin gelmesi de birbirine baghdir. Yani ya ikisi de geldi ya
da ikisi de gelmediyse p & q = 1, ikisinden biri geldiyse p < q = 0 olur.)

1 1 0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 ¢}
0 0 1 0 0 0 1 1

Etkinlik Formu Soru 4

A, B ve C futbol takimlariyla diizenlenen turnuvada sampiyon olan takima kupa verilecektir. Ancak han-
gisinin sampiyon oldugu bilinmemektedir. Asagidaki bilgileri kullanarak kupanin kimin aldigini bulunuz.

1. Kupay1 A almamistir ve C almamustir.
2. Kupay1 A almamustir veya B almigtir.

3. Kupay1 B almamistir ya da C almamugtar.
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Coézium:

p> @, r Onermeleri agagidaki gibi tanimlansin;
p: “Kupay1 A almustir.
q: “Kupay1 B almigtir”

r: “Kupay1 C almigtir”

1. Kupay1 A almamistir ve C almamustir. (p' A r'")
2. Kupay1 A almamustir veya B almistir. (p' v q)

3. Kupay1 B almamuigstir ya da C almamustir. (q' ¥ r')

1 1 1

1 1
1 0
1 0
0 1
0 1
0 0
0 0

Tabloya gore ii¢ bilesik 6nermenin de dogru oldugu tek bir durum vardir ve bu durumda da sadece q 6ner-
mesi 1 degerindedir. Yani kupay1 B takimi almstir.

Niceleyiciler Mantigi

“v”ve “9” sembollerine niceleyiciler denir.

V sembolii “her” ve “tiim” kelimelerine karsilik gelir.

MATEMATIK

]
0

O O O O

=1

]
]

0

0

3 sembolii “vardir”, “baz1” ve “en az bir” kelimelerine karsilik gelir.

O O O O O

—_

Niceleyicilerin nasil kullanildigini kesfetmek i¢in asagidaki 6rnek verilir.

Ornek:

Q(x): “x bir rasyonel sayidir” ve R(x): “x bir reel sayidir”

o Her rasyonel say1 bir reel sayidir. (Vx: Q(x) = R(x))

o Higbir rasyonel say: bir reel say: degildir. (Vx: Q(x) = R'(x))

o Bazi rasyonel sayilar reel sayidir. (3x: Q(x) A R(x))

o Bazirasyonel sayilar reel say1 degildir. (3x: Q(x)AR'(x))

18
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CEBIR VE SAYILAR TEORISI

Ornek:

“Insanlar gercekleri yalnizca, gercekler zaten inandiklari seyler ile bagdagirsa dogru kabul eder” (Andy
Rooney) ciimlesini sembolik mantik dilinde ifade ediniz.

p: “Gergekler insanlarin inandiklari seyler ile bagdasmaktadir”

q: “Insanlar gercekleri dogru kabul eder””

Onerme: p = q

Cilmlelerin sembolik mantik dilinde ifade edildigi calismalar yapilir (Etkinlik Formu Soru 5).

Mantik, tiim matematikgilerin kullandig: ortak dildir. Bu nedenle, A, v, ¥, =, &, ", ¥ ve 3 gibi sembollerin
anlamlarinin daima farkinda olunmalidir. Matematiksel bir ciimlenin anlami bu semboller ile ¢oziimlenerek
kavranabilir. Ispat ciimlelerinde siklikla kullanilan bu mantiksal ¢ikarimlarin farkinda olmak énemlidir.

Tanim, Aksiyom, Postulat, Teorem, ispat ve Sani

Bu kavramlarin matematik tarihi ve felsefesinin gelisim siirecine gore anlagilabilmesi i¢in 6grenciler tarih-
te yagsamig iinlii matematikgilerin rollerine girerek drama yoluyla bu kavramlar1 kegfederler. Ogrenci sayisina
gore roller paylastirilir; Merakli Ogrenci, OKklid, Hilbert, Goldbach, Cantor. Ogrencilerden bu rollere gore
grup calismasi icerisinde tanim, aksiyom, postulat, teorem, ispat ve san1 gibi kavramlarin matematik tarihi
ve felsefesinin gelisim siireci igerisinde arastirilarak bir senaryo yazmalari ve sinif igerisinde canlandirmalar:
istenir. Asagida 6rnek bir senaryo metni bulunmaktadir. (Etkinligin karekodunu okutarak bu 6rnek senerya-
nun animasyonuna ulagabilirsiniz.)

Ben insanhigin en onemli bas yapitlarin biri olam
ve "OKlid"in Elementleri” olarak bilinen kitabi yazdim.
Bu kitaptaki geometri anlayigim ve ona yaklagimim,
bulundugum cag itibariyle bir devrim sayilmaktadir.
Aksiyomatik yaklagimi ortaya ¢ikarttim ve geomet-
ride evrensel gecerliligi olan 5 aksiyom verdim.

Bunlar;

i.  Aym geye esit olan geyler birbirlerine de esit-
N tirler. }
Oklid . Merakl 6grenci

ii. Eder esit miktarlara esit miktarlar eklenirse,
Peki aksiyom ne demek? )

elde edilenler de egit olur.

iii. Eder esit miktarlardan esit miktarlar ¢ikarti-
lirsa, esitlik bozulmaz.

iv.  Birbirine ¢akigan seyler birbirine egittir.

v.  Biitiin, parc¢adan biiyiiktiir.

| S —
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MATEMATIK

Dogrulugu ispatsiz olarak kabul edilen 6nermelere aksiyom denir. Aksiyomlar,
dogrulugundan giiphelenmeksizin ispatsiz olarak kabul edilen temel 6nermelerdir.
Ancak aksiyomu anlaman icin oncelikle 6nermeyi anlaman gerekir. Onermeyi olus-
turan matematiksel ifadelerin anlasilabilmesi icin tammlar kullamilr.

C 0 halde tanim ne anlama geliyor?

( Onermeler icin tanimlar kullanilir demistik. Bu yapilirken de bab
ka kavramlar kullaniimak zorundadir. Bu kavramlar da daha bagka
kavramlara dayanacagindan sonunda bazi kavramlar tamimsiz ola-
rak kabul edilir. Anlami bilinen sozciikler, tammsiz terimler ve daha
" oneeden tammlanmig terimler yardimiyla terimlerin ozelliklerini be-
lirtmeye bu terimleri tamimlama denir. Ornedin ben Elementler kita-

bimda noktay\, biiyiikliigii olmayan olarak tanimladim.

Benim geligtirmis oldugum diizlem geometrisinde ise “nokta”
tamimsiz terimdir. Ancak “dogru parcasim” noktayi kullanarak “Bir
dodru iizerinde bulunan iki nokta ve bu iki nokta arasinda kalan aym
dodgru iizerindeki tiim noktalara dogru par¢asi denir.” olarak tamm-
ladim.

Hilbert

Ben nokta, dogru, diizlem gibi kavramlarin ne oldugunu belirten tanimlar verdikten sonra da o@\
geometrisinin postulatlari olarak bilinen su bes postulat verdim.

i. Herhangi iki noktadan bir dogru gecer.

ii.. Bir dogru parcasi dogrusal bir ¢izgi halinde siirekli uzatilabilir.
jiii. Belli bir merkez ve uzaklikla bir cember ¢izilebilir.

iv. Tiim dik acilar birbirine egittir.

v. Verilen iki dogru baska bir dogru tarafindan kesildiginde, aym tarafa bakan acilarin toplam iki
@( acidan kiiciik oluyorsa, verilen dogrular bu tarafa sonsuza dek uzatildiklarinda mutlaka kesisirlej

C Peki, postulat ne demek?
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( Postulatlar da aksiyomlar gibi ispatsiz kabul olunan ama dogruluklarina o z;
manki anlayiga gore, aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan temel onermelerdir.
* Giiniimiizde bu cesit temel onermeler arasinda ayirim yapiimamaktadir. Daha son-
ra, mantiki ¢ikarim yoluyla, bu postulatiardan ¢ikarabildigim sonuclar: teorem,
oherme olarak mantiki bir sirada sundum. Bu yaklagim bugiinkii matematigin ve
bilimin de temel yaklagimidir.

CO halde teorem ne anlama geliyor?

Dogrulugu ispatlanabilen onermelere teorem denir. Pisagor Teoremi, Fer-
mat’in Son Teoremi, Asal Sayi Teoremleri gibi matematikte ¢cokea teorem bulun-
maktadir. Bir teoremin dogru onerme oldugunu gostermeye ise teoremin ispat-
lanmas: denir.

Peki, her teorem ispat-
lanabilmis midir2

Hayr, ispatlanamayan teoremler de bulunmaktadir. Matematikte dogrulu-
guna dair oldukea giiclii veriler olan ancak heniiz ispatlanmamis onermelere de
sami denir. Collatz samisi, Goldbach sanisi bunlara ornektir.

Goldbach

Peki, neden teoremleri ispatlamaya calisiyoruzZ? Ben bununla ilgili bir aragtirma yaptim ve bu aras-
tirmamin sonucunu Sizinle paylagmak istiyorum. Matematikte en onemli soru bir matematiksel ispatin
ne oldugu, gecerliligi ve mesrulugudur. Ancak benim gibi ge¢miste de matematikeiler benzer sorular
sormuglar. Matematikte deney ya da gozlem olmadigi icin bir matematikei dogrulunu gostermek istedigi
seyi somut olarak ortaya koymak ve nasil inga edilebilecedini gostermek zorunlulugu tagimakta midir?
Bu tartigma, modern matematigin dogmasin saglamigtir. Genel bir ifade ile matematik, sayilar ve se-
killerle ilgili tamimsiz kavramlara ve bunlar arasindaki iligkiyi belirten aksiyomlara bagl olarak tiiretilen
@mm ve teoremler zincirinden olugan bir bilim dalidir. J
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MATEMATIK

Ancak bugiinkii modern matematigin dojusuna ve geligme-
sihe etken olan Oklid, geometrinin yapisindaki mantiksal bos-
luklar: doldurmugtur. Elementler kitabimdaki beginci postulat-
taki paralellik yiizyillarca tartigilmigtir.

Paralellik tammlanirken sonsuz ifadesi kullaniliyorsa sonsuz nedir? Bana gore ise
“sonsuz” tek bagina manali bir s6z degildir; manali olan “sonsuz kiime" kavramidir; sonsuz
kiimeler ise var olan nesnelerdir. Benim tarafindan yapilan bu ¢alismalar ve miidahalelerden
sonra matematigin bicimsel bir dil ile tammlanmasi geredi ortaya cikmigtr.

Ben, bu kavramsal tartigmalara ve kusursuz goriinen am
yilriitmelere ragmen yasanan sorunlara ¢oziim olarak sembo-
lik mantigi kullanmak gerekliligini ortaya koydum. Ben Oklid ge-
ometriginin aksiyomatik yapisiyla kendi i¢inde tutarh oldugu-
nu gosterdim, ayrica “Matematigin Temelleri” adli kitabimda
aritmetik icin aksiyomatik bir yapi geligtirdim. Ancak Godel'in
Eksiklik Teoremi bu goriigiimii degistirmigtir.

Matematik tarihinde yaganan bu tartigmalarin giiniimiiz matematiginin olusmasina
biiyiik katkilari olmugtur. Yapilan ¢aligmalarda yeni bir¢ok teorem ortaya ¢ikmakta, daha
once ispatlanamanus teoremler ispatlanmaktadr. ispatlarken, onermeleri anlamak ve bilgi
parcalarini birlestirip yeni bilgiler iiretmek i¢cin mantik kullaniriz. Her 6nermenin yapisina
gore farkh matematiksel ispat yontemleri vardir.

Yapilan dramanin ardindan neden matematiksel ispat yontemlerine basvuruldugu ile ilgili tartismalar ya-

pilir. Ogrencilere agsagidaki sorular yonlendirilir.

o Hayatinizin hangi alanlarinda ispata ihtiya¢ duyuyorsunuz?

o Matematiksel kavramlarin ya da problemlerin ¢6ziimiinde neden ve nasil sorularina ikna edici cevaplar

almanin gerekli oldugunu diistiniiyor musunuz?

o Neden ve nasil sorularina cevap ararken planli, programl ve mantikli gerekeelerle problemi anlamlan-

dirmanin matematiksel diisiinme becerilerini gelistirecegini diisiniiyor musunuz?

o Siz matematiksel ispat1 nasil tanimlarsiniz?
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EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

o De Morgan kuralini dogruluk tablosu yardimi ile ispatlayiniz.
o Collatz Sanis1 ve Goldbach Sanisr'ni arastiriniz.

« Raymond Smullyanin “Diinyanin en zor mantik bilmecesi’ni arastiriniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Akran Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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MATEMATIK

Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinligin igerisinde verilmistir.

a. 3 asal say1 degildir.
b. En kiiciik dogal say1 0 degildir.

C. 2* < 4% tir.

Etkinligin igerisinde verilmistir.

. Etkinligin icerisinde verilmistir.

5. a. p: “Mutlu aileler birbirine benzer.”
q: “Her mutsuz ailenin kendine 6zgii bir mutsuzlugu vardir”

Cevap:p n q

b. p: “Bir insan, olan seyleri aramalidir”
q: “Bir insan, olmas: gerektigini diisiindiigii seyleri aramalidir”

Cevap: pnq'

c. p: “Bir olay maceraya doniisiir”
q: “Biri maceray: anlatir”

Cevap: p < q
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Etkinlik Formu

CEBIR VE SAYILAR TEORISI

1. Asagidaki ifadelerin sadece dogru ya da yanlis olma durumlarini inceleyiniz. Dogrulugundan ya da

yanhshgindan bahsedemeyecegimiz ifadeler var mi?

a. Su 100 derecede kaynar.
b. Her karga siyahtir.
C. x+2=2x
d. Bugiin hava giineslidir.
. Yarin erken kalk.
2+2=5
. Tiim asal sayilar tektir.
. Eger hava giinesli ise denize gidecegim.
Bir bardak su getirir misin?
Her ¢ift say1 2 ile boliiniir.

. x? =16 olan bir x tam sayisi vardir.

. Asagidaki ifadelerin olumsuzlarini olusturup dogruluk degerlerini belirleyiniz.

a. 3asal sayidir.
b. En kiiciik dogal say: 0dr.

c. 24> 2 tir.

. Bir sinifta 6gretmen yoklama almaktadir.
p: “Ali geldi.”
q: “Ayse geldi.”

Yapilan yoklamaya gore p', pA g, pVv ¢ p ¥ q, p = q, p © q ifadelerin ne anlama geldigini

agiklaymmiz ve dogruluk tablosu yapiniz.
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4. A, Bve C futbol takimlariyla diizenlenen turnuvada sampiyon olan takima kupa verilecektir. Ancak
hangisinin sampiyon oldugu bilinmemektedir. Asagidaki bilgileri kullanilarak kupanin kimin aldigin
bulunuz.

1. Kupayr A almamustir ve C almamstir.
2. Kupay: A almamugstir veya B almigstir.
3. Kupay: B almamstir ya da C almamstir.

5. Asagidaki ciimlelerin her birini sembolik mantik dilinde ifade ediniz.

a. Mutlu aileler birbirine benzer ancak her mutsuz ailenin kendine 6zgii bir mutsuzlugu vardar.
(Leo Tolstoy, Anna Karenina)

b. Bir insan olan seyleri aramali, olmasi gerektigini diisiindiigii seyleri degil.
(Albert Einstein)
C. Bir olayin maceraya doniismesi icin birinin onu anlatmasi gerekli ve yeterlidir.

(Jean-Paul Sartre)
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : MATEMATIKSEL iSPAT YONTEMLERI
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Matematiksel ispat
KAZANIMLAR : 1. Teoremleri uygun yontemleri secerek ispatlar.

2. ispatlari farkl kriterler acisindan degerlendirir.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Matematiksel ispat yontemlerinden tumevarim, dogrudan ispat, dolayli ispat ve
olmayana ergi yontemlerinin ac¢iklanmasi amaclanmaktadir. Ayrica geometrik
ispat ve sdzsUz ispat yaklasimlarinin matematiksel ispat icerisindeki yerinin fark
edilmesi hedeflenmektedir. Ayni teoremin farkli ispatlari yapilarak, verilen teore-
min hangi ispat yontemi kullanilarak yapilmasi gerektigine yonelik tartismalar
yvapilmasi hedeflenmektedir.

Baslarken...

Origami Japon kiiltiiriiniin bir pargasi olan ve kelime anlami kagit katlama olarak bilinen, kagidin kesilme-
den ve yapistirici kullanilmadan katlanmasi ile estetik olarak giizel yapilarin olusturuldugu bir sanat tiiridiir.
Origami ile birgok eser yapilabilecegi gibi tip diinyasindan uzay teknolojisine kadar birgok alana ilham olmus-
tur. Matematiksel kavramlar1 gorsellestirmek ya da olusturmak i¢in de kagit katlama yontemi kullanilabilir.
Matematiksel kavramlarin, ilke ve prensiplerin sekiller, diyagramlar, grafikler gibi yapilar ile gosterimi ispat
yapmay1 kolaylastiran temsiller olmustur. Teorem ispatlar1 baglaminda gorsel sunumlar ispatin anlagilmasini
kolaylastirir ve ispatin yapilandirilmasina katkida bulunurlar. Origami ile ispat yapilmasinin bir ispat yontemi
olarak kabul edilmesi hélen tartisilmaktadir ancak bu alanda ¢aligmalar yapilmakta ve origami aksiyomlar:
belirlenmektedir. $imdi siz de elinize iiggen seklinde bir kagit alarak ve sadece katlayarak {iggenin i¢ a¢ilar
toplaminin 180° oldugunu gosterin.
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Be P ! o C

a, 3, y bir tiggenin i¢ agilaridur.
Sekil 1.

A

C

Daha sonra B ve C koseleri de A" noktasina
gelecek sekilde katlanir.

Sekil 3.

ispata Giris

28

C

Uggenin kenarlarinin orta nok-
talar1 belirlenir ve A kosesi bu nok-
talara gore katlanir.

Sekil 2.
a

B Y
Al

Uggen bu sekilde katlandigin-
da agilar birleserek bir dogru agiy1
olusturmaktadir.

Sekil 4.

Ogrencilere “Iki ift sayinin toplamu cift say1 m1-
dir?” sorusu yoneltilir. Ogrencilerin cevaplari ile
beyin firtinasi yapildiktan sonra ispatinin yapilmasi
istenir. Ogrencilerin birkag tane cift sayinin topla-
minin gift olduguna yonelik 6rnekler vermesi bek-
lenir. Bu ifadenin ispatina yonelik tartismalara yer
verilir.

o Ispat yapilacak kitmenin eleman sayis1 6nemli
midir? Mesela “Cift rakamlarin toplamu ¢ifttir”
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onermesini ispatlamak “Cift tam sayilarin toplamu ¢ift tam sayidir” 6nermesini ispatlamaktan kolay mi-
dir?

o Verilen sozel ifadeyi matematik diline ¢evirmeli miyiz? Burada “a ve b cift sayilar ise a + b bir ¢ift sayi-
dir” yazmak yeterli midir?

o Daha once bildigimiz kanitlanmis teoremleri, tanimlari, kurallar: kullanmali mry1z?

Bir teorem, hipotez ve hitkiimden olusur. p = q teoreminde p'ye hipotez (varsayim); q’'ya hiikiim (yarg)
denir. Teoremde hem pnin (hipotezin) hem de g'nun (hitkmiin) dogru olmas: gerekir.

Dogrudan ispat Yapma Teknikleri
1. Dogrudan ispat Yontemi
Onerme:

Eger pise q

Bu yontemde verilen ifade istenilen sonucu ulagmak igin direkt kullanilir. Verilen p énermesi dogru olarak
kabul edilir, daha 6nceden dogrulugu kanitlanmis teoremleri veya ispatlari kullanarak q 6nermesine ulagilir.

ispat:
Kabul edelim ki p olsun.

Bu nedenle q dogrudur.

Onerme:

Eger x tek ise x* tektir.

ispat:
Kabul edelim ki x tek olsun.
Tek say1 tanimina gore x = 2a + 1 olacak sekilde bir a € Z vardur.
Buradan x> = (2a + 1)?> = 4a% + 4a + 1 = 2(2a%+ 2a) + 1 bulunur.
Boylece b = 2a? + 2a segilerek x> = 2b + 1 yazilabilir.
O hélde x* = 2b +1 olacak sekilde bir b € Z vardir.

Bu nedenle, yine tek tam say1 tanimindan, x? tektir.
Onerme:

Kabul edelim ki a, b, ¢ € Z olsun. Eger a|b ve b|c ise a|c olur.
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ispat:

Kabul edelim ki a|b ve b|c olsun.

a|b ise b = ad olacak sekilde bir d € Z vardur.

Benzer sekilde b|c ise ¢ = be olacak sekilde bir e € Z vardir.

Buna gore ¢ = be = (ad)e = a(de) olur ve x = de segilerek ¢ = ax yazilabilir.

Bu nedenle a|c olur.

2. Durum incelemeli ispat

Onerme birden fazla durum igeriyorsa, ispat1 kolaylagtirmak i¢in bu durumlari pargalara ayirarak ayr1 ayri
ispatlariz.

Onerme:

1 + (2n - 1)(-1)" ifadesi biitiin n tam sayilar i¢in 4’{in bir katidir.

ispat:

(-1)" ifadesi, n tek say1 iken negatif, ¢ift say1 iken ise pozitif bir sayidir. Onermeyi asagidaki sekilde iki du-
ruma ayirabiliriz.

1. Durum: n bir gift say1 olsun.
k € Z igin n = 2k olarak alinir.
Bu durumda 1 + (4k - 1)(-1)*=1 + (4k - 1) = 4k olur.
2. Durum: n bir tek say1 olsun.
k € Z i¢in n = 2k+1 olarak alinir.
Budurumdal + (-1)**'(4k +2-1) =1 + (-1)(4k + 1) = -4k olur.

Iki durum tiim kiimeyi kapsadigindan ispat tamamlanmig olur.

Dogrudan ispat yontemi ile ispat ¢alismalari yapilir (Etkinlik Formu Soru 1).

3. Geometrik ispat
Onerme:

Pisagor Teoremi “Bir dik tiggenin dik kenar uzunluklarinin kareleri toplamyi, hipoteniisiin karesine esittir.”
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ispat:

ABE iiggeninin alan1 ABKL dikdértgeninin alaninin
yarisidir. ABE {i¢geni ile ADF ii¢geni es iiggenlerdir ve
alanlar esittir. ADF ii¢geninin alan1 GFAE karesinin ala-
ninin yarisidir. Dolayisiyla ABKL dikdortgeninin alani
GFAE karesinin alanina esittir. Ayni eslik LKCD dikdort-
geni ve HEDI karesi i¢cin de bulunur. ABCD karesinin
alan1 GFAE ve HEDI karelerinin alanlar1 toplamina esit-
tir. O halde h*= a*+ b? olur.

4. Timevarim ile ispat Yéntemi

Sayilamayacak kadar ¢ok domino tagiyla bir oyun
oynadigimizi varsayalim. Domino taslarini dik olarak
arka arkaya dizdigimizi diisiinelim. Amacimiz tim tas-
lar1 devirmek olsun. Tim domino taslarinin devrilmesi
i¢in ne gerekir? Her domino tas1, kendisi devrildiginde
diiserken degdigi domino tasini da diisiirecek sekilde di-
zilmesi 6nemli midir? Domino tasinin biri devrildiginde
ardindaki de devrilecek sekilde yerlestirirsek ve ilk tas:
da devirirsek, istegimiz gergeklesir.

Ik domino tas1 devrilebilmelidir.

CEBIR VE SAYILAR TEORISI
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« Bir domino tas1 devrildiginde komsu tas da devriliyorsa, ayni sekilde dizilmis olan ve siranin devami

olan biitiin domino taglarinin devrilecegi sonucuna varilabilir.

Bu duruma domino etkisi denir.

Onermede dogrulugu bildirilen 6zelligin saglandigi kiimenin pozitif tam sayilarin bir alt kiimesi olmasi

durumundan 6nermenin dogrudan ispat1 6zel bir hal alir.

Onerme:

S5 8, 85 8,5 e onermelerinin hepsi dogrudur.

ispat:
(1) ik 6nce s, dnermesinin dogru oldugu ispatlanur.
(2) Herk > 1 igin s, = s, 6nermesi ispatlanir.

Tiimevarim yontemine gore her s, 6nermesi dogrudur.

Onerme:

Egerne N* ise1+3+5+7+ - +(2n—-1) =n?olur.
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ispat:

Tiimevarim yontemini kullanalim.

1. Bu 6nerme, n = 1 i¢in 17 = 1 hélini alir. Bunun dogru oldugu agiktir.

2. $imdi, her k > 1i¢ins, = s, yani

$,:1+3+5+7+-+(2k - 1) =k’ oldugunu kabul edelim.

S, f1+3+5+ 7+ +(2(k+1)-1) = (k +1)* oldugunu géstermeliyiz.

143 +547 + ceeeeeenns +2k+1)-1)=1+3+5+7+-+2k-1)+ 2(k +1)-1)
=(1+3+5+7+-+2k-1)+2k+1)-1)
=k2+Q2k+1)-1)
=k*+2k+1
=(k+1)?

Ohéalde1 +3+5+ 7+ +(2(k+1)-1)=(k+ 1)?olur.

Yanis, = s,  dogrudur.

Téimevarim yontemine gore 1 + 3 + 5+ 7 + - +(2n —1) = n* esitligi her n € N* i¢in dogrudur.

Timevarim yontemi ile ispat calismalar yapilir (Etkinlik Formu Soru 2).

Onerme:

Biitiin atlar ayni renktedir.

ispat:
Tiimevarimla ispat yontemini kullanalim.

n = 1; i¢in ifadenin dogrulugu agiktir (bir at ayni renktedir.).

n = k; i¢in yani k tane at ayni renkte olsun.
n = k + 1; igin biitiin atlarin ayn1 renkte oldugunu géstermeliyiz.

k tane atin ayn1 renk oldugunu kabul ettik, ilk atimiz da k tane atla ayni renkte olduguna gore k+1 at aym

renktedir. Tabii boyle bir durum s6z konusu degildir. Nerede hata yaptigimizi sdyleyebilir misiniz?

Tiimevarim ilkesinde 6nermeler arasinda ardisik sekilde bir bagint1 oldugunda biitiine ulasilabilir.
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Dolayli ispat Yapma Teknikleri

Bazi durumlarda “Eger p dogru ise q dogrudur” bilesik 6nermesini dogrudan ispatlamak zor olabilir. Bu
durumda dolayl: ispat yapma teknikleri kullanilir.

1. Karsit Ters ispat Yontemi
Onerme Eger p ise q:

p = q 6nermesinin dogru oldugunu ispatlamak yerine buna denk olan q'= p' 6nermesinin dogru oldugu-
nu gostermeye karsit ters ispat yontemi denir. p = q 6nermesini dogrudan ispatlamanin zor oldugu durum-
larda, bu 6nermeye denk olan q'= p' 6nermesinin dogru oldugunu géstermek daha kolay ise karsit ters ispat

yontemi kullanilabilir.

ispat:

Kabul edelim ki q' olsun.

Bu nedenle p' olur.

Onerme:

Eger x € Z igin x* — 6x + 5 ift ise x tektir.

ispat:
Kabul edelim ki x tek olmasin.
Bu durumda x ifttir yani x = 2a olacak sekilde bir a € Z vardur.
Buna gore x*— 6x + 5=(2a)’—6(2a) + 5=4a’- 12a+ 4+ 1=2(2a’- 6a + 2) + 1 olur.
Eger b = 2a” — 6a+2 segilirse x* — 6x + 5 = 2b +1 yazilabilir.
O halde x* — 6x + 5 tektir.

Sonug olarak x* — 6x + 5 ¢ift degildir.

Karsit Ters ispat yéntemi ile ispat calismalari yapilir (Etkinlik Formu Soru 3). I

2. Olmayana Ergi ile ispat (Celiski ile ispat)
Onerme:
Eger p ise q.

p = q Onermesi p' v q Onermesine denktir. Bu yontemde p' v q 6nermesinin yanlis oldugunu yani
(p'v @' =pnq' dogru oldugunu kabul ederek baslariz. Bu kabulle baslayip devam ederken matematiksel bir
yanlislik ortaya ¢ikarsa aslinda teoremin dogrulugunu ispatlamis oluruz.
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ispat:

Kabul edelim ki pAq' olsun.

Bu nedenle p A q' yanlis olur.

Onerme:

Bos kitme her kiimenin alt kiimesidir.

ispat:

Celiski ile ispatlayalim. Bos kiime herhangi bir A kiimesinin alt kiimesi olmasin. A kiimesinde bulunma-

yan bos kiimenin en az bir elemani vardir. Bu da bos kiimenin tanimina aykiridur.

Onerme:

Bir a € Z verilsin. Eger a’ ¢ift ise a ¢ifttir.

ispat:
Kabul edelim ki a’ ¢ift olsun ve a ¢ift olmasin.
Bu durumda a? gifttir ve a tektir.
Dikkat edilirse a tek oldugu i¢in a = 2c +1 olacak gekilde bir ¢ € Z vardur.
Buradan a? = (2c + 1)* = 4c* + 4c + 1 = 2(2¢* + 2¢) + 1 yazilabilecegi igin a* tektir.
Sonug olarak a’ gifttir ve a? tektir. Bu bir ¢eliskidir.

Ayni 6nerme farkli ispat yontemleri ile de ispatlanabilir. Olmayana ergi gii¢lii bir ispat yontemidir. Ancak
bu yontemi, dogrudan veya karsit ters ispat yontemi kullanilamaz gibi goziiktiigiinde kullanmak en iyisidir.
Bu nedenle daha basit olan yaklasgimla devam etmek en dogrusudur. Yukaridaki ispatta herhangi bir yanlis

yoktur ancak asagidaki ispat daha kullanighdir.

Onerme:

Bir a € Z verilsin. Eger a? ¢ift ise a ¢ifttir.

ispat:
Ispat1 karsit ters ispat yontemiyle yapalim.

Kabul edelim ki a ¢ift olmasin. Bu durumda a tek olur.
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Tek say1 tanimina gore a= 2¢ + 1 olacak sekilde bir ¢ € Z vardur.
Buradan a®> = (2c + 1)> = 4c? + 4¢c + 1 = 2(2¢*+2c¢) + 1 bulunur.
Boylece b = 2¢* + 2¢ segilerek a? = 2b + 1 yazilabilir.

O halde a? = 2b +1 olacak sekilde bir b € Z vardr.

Bu nedenle, yine tek say1 tanimindan, a* tektir.

Onerme:

{2 irrasyoneldir.

ispat:
a

b

Bu kesir en sade halde olsun. Buna gore a ve b ayn1 anda ift olamaz.

Kabul edelim ki {2 rasyoneldir. Yani {2 = — olacak sekilde a, b € Z vardur.
O halde her iki tarafin karesi alindiginda 2 = E—z ya da 2b?= a’elde edilir.
O halde a? cifttir. a? cift ise a da cifttir.

a ve b ayn1 anda cift olamayacagina gore b tektir.

Simdi, a ¢ift oldugu i¢in a = 2¢ olacak sekilde bir ¢ € Z vardur.

Esitlikte yerine yazildiginda (2¢)* = 2b* yani 4c? = 2b? bulunur.

Buradan b* = 2¢? bulunur. Bu sonuca gére hem b* hem de b cifttir.

Ama daha dnce bnin tek oldugu sonucuna varilmistir.

Boylece, b gifttir ve b tektir celiskisine ulagilir.

ispat calismalar yapilir (Etkinlik Formu Soru 4). I

Sézsiiz ispat

Sozsiiz ispat yaklagimi glintimiizde popiiler olmus bir yaklagimdir. S6zsiiz ispatlar, sozel dil ile hi¢bir yo-
rum yapilmadan noktalar, kareler, kiireler, toplar, kiipler vb. ile kolaylikla ¢izilebilen araclar kullanilarak olus-
turulabilen tamamen diyagramlara dayal ispatlardir. Sozsiiz ispatlarin geleneksel ispatlar gibi kabul goriip
gormemesi halen tartisilmaktadir. Ancak sozsiiz ispatlarin belirli bir ifadenin neden dogru olabileceginin
goriilmesine ve ispat yapma siirecinde yasanan sorunlarin azaltilmasina destek olacag: diisiiniilmektedir.
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Onerme:

Egern€Nisel +3+5+ 7+ +(2n—- 1) =n?olur.

Sozsiz ispat:

Sol alt kosede bulunan 1 noktaya sekildeki gibi 3 nokta eklendiginde 2x2
bir kare olustugu goriilmektedir. Yani 1 + 3 = 2* dir. Daha sonra sekle 5

kare eklendiginde 3x3 bir kare olustugu goriilmektedir. Yani 1+3+5=3 dir.
Bu yaklagim 6nermenin daha anlagilir olmasini ve yapilacak ispat igin yol
gdsterici olmasini saglar. Onermenin ispati tiimevarim yontemiyle yapi-
labilir.

EK ETKINLiK ONERISI

Arastirma Sorular1
« OKklid’in postulatlarinin geometrik ispatlarini aragtiriniz.

o Sozsiiz ispat yontemlerini (proofs without words) arastiriniz.
» Pisagor Teoremi'nin farkli ispatlarini arastiriniz.

o Dort Renk Problemi’nin ispatini arastiriniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. a.Dogrudan Ispat:

x = 2a olacak sekilde bir a € Z vardir. x - y = 2a - y = 2b olacak sekilde bir b € Z vardir.
b. Dogrudan Ispat:
a| b ise b = ad olacak sekilde bir d € Z vardur. a| c ise ¢ = ae olacak sekilde bir e € Z vardir.

Buna gore b + ¢ = ad + ae = a(d + e) olur ve x = d+e secilerek b + ¢ = ax yazilabilir.

. Tiimevarim ile Ispat:

1. Bu 6nerme, n = 1 i¢in 2=1.2 halini alir. Bunun dogru oldugu agiktir.

2. Simdi, her k> 1 igin s, = s, yani

S, :2+4+6+8+ - +2k=k- (k+1) kabul edelim.

S,y :2+4+6+8+ - +2k+2(k+1)=(k+1)-(k+2)oldugunu gostermeliyiz.

24+ 4+ 6 + 8 + -+ + 2k+2(k+1) = k-(k+1)+2(k+1)= k®>+k+2k+2= k>+3k+2=(k+1)-(k+2)

. a. Karsit Ters Ispat:

Kabul edelim ki n tek olmasin. Bu durumda n gifttir yani n = 2a olacak sekilde bir a € Z vardur.
Buna gore n* = (2a)* = 4a” olur. Eger b = 2a? olarak secilirse n? = 2b yazilabilir. O halde cifttir yani
tek degildir.

b. Karsit Ters Ispat:

Kabul edelim ki x = 0 olmasin. Bu durumda x < 0 olur. x° +7x>® +5x < 0 olur ve x* + x> +8 > 0 olur.
X° +7x° +5x < x* + x? +8 yazilabilir. O halde x° +7x* +5x > x* + x> +8 degildir.

a. Celiski ile Ispat:

2

b

Kabul edelim ki v/6 rasyoneldir. Yani {6 =

olacak sekilde a,b € Z vardir. Bu kesir en sade halde

2
a

olsun. Buna gore ebob(a,b) =1 olur. 6 = ? ya da 6b”= a’elde edilir. O halde a* 6'nin katidir. a> 6'nin
kat1 ise a da 6'nin katidir (Karst ters ile ispatlanabilir.). $imdi, a 6'nin kat1 oldugu i¢in a = 6¢ olacak
sekilde bir ¢ € Z vardur. Esitlikte yerine yazildiginda (6c)? = 6b? yani 36¢* = 6b? bulunur. Buradan b?
= 6¢” bulunur. Bu sonuca gére hem b? hem de b 6’'nin katidir. Ama daha 6nce ebob(a,b) = 1 demis-

tik.




MATEMATIK

Etkinlik Formu Cevaplari

b. Celiski ile Ispat:

Kabul edelimki AN (B—A) # @ olsun. 3IxE AN (B-A)isex € Avex € (B - A) olur. Ancak
B-A ={x|x €Bvex & A} olarak tanimlanir. Yani x € A ve x & A ise bu bir ¢eligkidir.

€. Olmayana Ergi Yontemi: Onermemizin yanlis oldugunu varsayalim. Onermemizi “Sonlu sayida
asal say1 vardir” olarak degistirelim, bu durumda en biiyiik asal say1 olmak zorundadir. Bu asal say1
p, olsun. $imdi g6yle bir x say1s1 tanimlayalim, x say1s1 biitiin asallarin ¢arpimindan bir fazladir.

X=p P, py-Pp,+1

x say1s1 hi¢bir asal sayrya tam boéliinmemekte, hep 1 kalanini vermektedir. Bu durumda x de bir asal
sayidir. Yani x asali p_ asalindan (en biiyiik asaldan) daha biiyiiktiir. Bu bir geligkidir. Demek ki sonsuz
sayida asal vardir.

5. Onerme:

_n-(n+l)
2

1+2+3+...+n

Timevarim ile ispat:

12
2

2. §imdi, herk > 1i¢in §, = S yani

1. Buonerme n =1 i¢in 1 = —= halini alir. Bunun dogru oldugu agiktir.

S:1 +2+3+4+...+k=@kabuledenm.

K+k+2k+2  kK+3k+2 (k+1)-(k+2)
2 - 2 - 2

S il1+2+3+4+. . +k+(k+1)=

6. Onerme:

1+3+5+7+..+(@2n-1)=—(2n? =n?

Timevarim ile ispat:
Etkinlik igerisinde verilmistir.

7. “3. §imdi bir m says1 i¢in n=2m olsun.” hatali bir adimdir. Bu dongiisel bir ¢ikarimdir yani kanit-
lanmak istenen ciimleye denktir. n’yi 2m olarak yazabileceginizin bir dayanag: yoktur.

38




CEBIR VE SAYILAR TEORISI

Etkinlik Formu

1. Asagidaki 6nermeleri uygun ispat yontemini belirleyerek ispatlayiniz.
a. Kabul edelim ki x, y € Z olsun. Eger x cift ise x - y ¢ifttir.

b. Kabul edelim ki a, b, ¢ € Z olsun. Eger a| b ve a| cise a| (b + ¢) olur.

2. Hern € Nigin 2+4+ ... + 2n=n- (n + 1) oldugunu ispatlayiniz.

3. Asagidaki 6nermeleri uygun ispat yontemini belirleyerek ispatlayiniz.
a. Kabul edelim ki n € Z olsun. Eger n? tek ise n tektir.

b. Kabul edelim ki x € R olsun. Eger x° + 7x* + 5x > x* + x* + 8 ise x = 0 olur.

4. Asagidaki onermeleri uygun ispat yontemini belirleyerek ispatlayiniz.
a. V6 sayisinin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.
b. Eger A ve B iki kiime ise AN (B — A) = @ olur.

c. Sonsuz sayida asal say1 vardir.

. Sozsiiz ispat1 asagidaki gibi verilen ifadeyi yaziniz ve ispatlayiniz.
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6. Sozsiiz ispat1 agagidaki gibi verilen ifadeyi yaziniz ve ispatlayiniz.

00000000

7. Asagidaki ispatin dogrulugunu tartisiniz.

Onerme:

Eger n’ ¢ift ise n gifttir.

ispat:
. 1’ gift bir say1 olsun.
. O hélde n?= 2k olacak sekilde bir k vardir.
. $imdi bir m sayis1 i¢in n = 2m olsun.

. O hélde n gifttir.
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Ofyi0

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : KUMELER

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/KUmeler, Baginti, Fonksiyon

KAZANIMLAR : 1. Sonlu ve sonsuz kuimelerle ilgili temel 6zellikleri aciklar.
2. KUme islemleri Uzerindeki temel ozellikleri ispatlar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, 6grencilerin ayrik kime, sonlu kime ve sonsuz kUme kavramlarini
tanimalari hedeflenmektedir. Ayrica kimelerde birlesim, kesisim, fark ve tiumle-
me islemlerinin 6zelliklerinin ispatlanmasi amaclanmaktadir. Kimelerde yapilan
islemler ve sembolik mantikta kullanilan sembol, gosterim ve bunlarla ifade edi-
len islemler iliskilendirilecektir.

Baslarken...

Alman matematik¢isi Georg Cantor (1845-1918), modern matematigin temeli olan kiimeler teorisinin ku-
rucusu olarak kabul edilir. Ayrica Zermelo ve Fraenkel de kiimeler konusunun gelismesinde 6nemli katkilar
sunmuglardir. Bu konu matematikteki en temel ve 6nemli konulardan biridir. Cogu zaman, elimizdeki bilgi-
leri veya etrafimizdaki varliklar: sayma, siralama ve diizenleme ihtiyaci hissederiz. Bunlar1 yaparken gruplan-
dirma ve siniflandirmalar yapariz. Yani sistematik bir dizilim arariz. Ornegin;

« Resimde hangi tiir hayvanlar vardir?
o Resimdeki hayvan tiirlerinden her birinin sayisini bulunuz.
o Resimdeki en sevimli hayvan hangisidir?

o Sizin i¢in en sevimli olan hayvan ile bagka birisi i¢in en sevimli olan hayvan her zaman ayni olabilir mi?
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Kiime matematikte tanimsiz terimlerden biridir. Ancak, Georg Cantor (1845 -1918), kiime kavramini ma-
tematiksel bir kavram olarak ilk kullanan kisidir ve kiimeyi; “Iyi tanimlanmus birbirinden farkli nesneler toplu-
lugu” olarak tanimlamustir. Burada gegen “iyi tanmimlanmis” kavramy, ilgili nesneleri algi, sezgi ve diistinceleri-
mizle belirleyebilmemizdir. Yani belirtilen toplulugu olusturan nesneler kisilere gore degismemelidir. Herkes
tarafindan ayn1 cevap verilmelidir. Ornegin, “sinifimizdaki yesil gozlii dgrenciler” nesneler toplulugu bir kiime
belirtirken, “yilin bazi aylari™nin olusturdugu nesneler toplulugu bir kiime belirtmez. O halde yukaridaki re-
simde hayvanlarla ilgili ilk iki sorunun cevabi birer kiime olusturur. Ciinkii, havyan tiirleri ve sayilar1 herkes
tarafindan bellidir ancak son iki sorunun cevabi bir kiime olusturmaz, ¢iinkii resimdeki en sevimli hayvan
kisiye gore degisiklik gosterebilir.

MRy

Kiimeler genellikle alfabemizde bulunan A, B, C gibi biiyiik harflerle adlandirilirlar. Bunun yaninda
bir sembol veya 6zel bir isim gibi farkl sekillerde de adlandirilabilirler.

Bir kiimeyi olusturan nesnelere o kiimenin elemanlar1 denir. Eger a, A kiimesine ait bir eleman ise a € A
biciminde yazilir ve “a elemanidir A” seklinde okunur. Eger b, A kiimesine ait bir eleman degilse b & A bi-
¢iminde yazilir ve “b elemani degildir A” seklinde okunur. Bir A kiimesinin eleman sayis1 s(A) ile gosterilir.

Kiimelerin Gosterilisi

« » »

1. Liste Yontemi: Kiimenin elemanlarinin acan kiime parantezi “ { ”, ve kapatan kiime parantezi “ } ” ara-

sinda araya virgiil konularak gosterilmesidir. C)rnegin, A={2,3,5,7}

2. Venn Semasi Yontemi: Kiimenin elemanlarinin kapali bir egri igerisinde, her bir elemanin yanina birer
nokta “s” konularak gosterilir. Bu gosterim, ismini John Vennden (1834-1923) almaktadur.

3. Ortak Ozellik Yontemi: Kiimenin elemanlarinin anlagilir bicimde ortak 6zelliklerini belirtecek sekilde
gosterilmesidir.
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Ornek:

2018 y1ilinda en ¢ok ziyaret edilen 10 miize agagidaki tabloda verilmistir.

1 istanbul Topkapi Sarayl MUzesi 3.004.620
2 lIstanbul Ayasofya MUzesi 2.922.037
3  Konya Mevlana MUzesi 2.817.386
4 Nevsehir Hacibektas Muzesi 443160
5 istanbul Topkapi Saray! - Harem Dairesi 421780
6 Istanbul Arkeoloji MUzeleri 378.675
7  Antalya Aziz (St.) Nikolaos Muzesi 364.996
8 Ankara Cumhuriyet MUzesi 353.727
9  Gaziantep Zeugma Mozaik MUuzesi 268.374
10  Ankara Anadolu Medeniyetleri MUzesi 253.795

Tablodaki verileri kullanarak asagida belirtilen kiimeleri liste yontemi ile gosteriniz.
a. Ziyaretci sayist 2 milyondan fazla olan miizeler kiimesi

b. Ziyaretci says1 300.000 ile 400.000 arasinda olan miizeler kiimesi

c. Miizelerin bulundugu sehirler kiimesi

d. Tablodaki verilere gore Ankaradaki miizeler kiimesi

Coézum:
a. {Istanbul Topkap1 Saray1 Miizesi, Istanbul Ayasofya Miizesi, Konya Mevlana Miizesi}
b. {Istanbul Arkeoloji Miizeleri, Antalya Aziz (St.) Nikolaos Miizesi, Ankara Cumhuriyet Miizesi}
c. {Istanbul, Konya, Nevsehir, Antalya, Ankara, Gaziantep}

d. {Ankara Cumhuriyet Miizesi, Ankara Anadolu Medeniyetleri Miizesi}

Kime kavrami ile ilgili gesitli drneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1)
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Ornek:

Gorselde, Adana ilinin ilgelerinden olugan harita verilmistir. Ilcelerden olugan top-
lulugu A kiimesi olarak isimlendirelim.

a. A kiimesinin elemanlarini yaziniz.
b. A kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.
c. Pozanti, A kiimesinin bir eleman1 midir?

d. Kadirli, A kiimesinin bir elemani midir?

Coézum:

a. A = {Cukurova, Seyhan, Saricam, Yiiregir, Ka-
ratag, Yumurtalik, Ceyhan, Imamoglu, Karaisa-
l1, Pozanti, Aladag, Kozan, Feke, Saimbeyli, Tu-
fanbeyli}

b. s(A)=15
c. Pozant1 € A

d. Kadirli, Osmaniye ilinin bir ilgesidir. O hélde, Kadirli € A

Asitler ve bazlar giinlik hayatimizda siirekli olarak karsimiza gikan maddelerdir. Ornegin giinliik
hayatimizi etkileyen cevre sorunlarindan bir tanesi asit yagmurlaridir. Tikettigimiz besinlerin
sindirilmesinde mide 6z suyunda bulunan asitler 6nemli bir gorev Ustlenmektedirler. Camagirlari
ve bulagiklar yikarken kullandigimiz deterjanlar ise bazik 6zelliktedir. Suda ¢ézundigiunde hidrojen
iyonu (H*) veren bilesiklere asit, hidroksil
iyonu (OH’) veren bilegiklere baz denir. Bir

gozeltinin ne kadar asidik ya da bazik oldugunu
icerigindeki serbest H* iyon derigimi belirler.
Gozeltinin H* iyon derigimi pH degeri ile ifade
edilir. pH degeri 7 olan bir ¢ozelti notrdir. H*
ve OH- iyonlarinin yogunlugu birbirine esittir.
pH degeri 7'den kigik olan ¢ozelti asidik ve pH
degeri 7'den buyuk olan ¢ozelti baziktir.
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Asagidaki tabloda bazi sebze ve meyvelerin pH degerleri verilmistir.

Sebze/Meyve Limon Domates Muz  Brokoli Sogan incir Marul  Uzim

pH Degeri 2 4 5 10 6 5 7 9

Bu tabloda, ¢ozeltisi asidik olan bilesiklerin kiimesi A, ¢ozeltisi bazik olan bilesiklerin kimesi B ve
gozeltisi notr olan bilesiklerin kiimesi C olsun.

a. A kiimesini liste yontemi ile, Venn gsemasi yontemi ile ve ortak 6zellik yontemi ile gésteriniz.
b. B kimesini liste yontemi ile, Venn semasi yontemi ile ve ortak 6zellik yontemi ile gésteriniz.
c. C kimesini liste yontemi ile, Venn semasi yontemi ile ve ortak 6zellik yontemi ile gésteriniz.
d. Her kiimenin eleman sayisini bulunuz.
Gozim:
a. Liste Yontemi fle: A = {Limon, Domates, Muz, Sogan, incir}
Venn Semast fle: A .
o Incir
Limon .
. Sogan
Domates Muz
Ortak Ozellik Yontemi fle: A = {x: x, tabloda bulunan ve pH degeri 7'den kiigiik olan sebze ya da
meyve}
b. Liste Yontemi fle: B = {Uziim, Brokoli}

Venn Semasi fle: B

Ortak Ozellik Yéntemi fle: B = {x: x, tabloda bulunan ve pH degeri 7'den biiyiik olan sebze ya da
meyve}

c. Liste Yontemi {le: C = {Marul}

Venn Semasi {le:
B

Ortak Ozellik Yéntemi fle: C = {x: x, tabloda bulunan ve pH degeri 7 olan sebze ya da meyve}
d. s(A)=5, s(B)=2, s(C)=1,
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Bos Kime ve Evrensel Kime

Ogrencilere asagidaki gibi sorular sorularak bos kiime ve evrensel kiime kav-
ramlari sorgulatilir.

» Resimdeki sepetin icinde bulunan esyalarin kiimesi nedir?

> Belli 6zellikleri saglayan ve olusturabilecegimiz en
fazla elemana sahip kiime ne olabilir?

Yukaridaki sorular incelendiginde, ilk soruda sepetin icerisinde herhangi bir eleman bulunmamaktadir
yani “bos kiimeyi” isaret etmektedir. Bos sepet drneginde oldugu gibi, bos kiitmenin hi¢ elemani yoktur. Her-
hangi bir kiimeden elemanlarini ¢ikartirsak bos kiimeyi elde ederiz.

Ikinci soruda ise, belli 6zellikleri saglayan ve olusturabilecegimiz en fazla elemana sahip kiime bize evren-
sel kiimeyi isaret etmektedir.

— AR

Hi¢ elemani olmayan kiimeye bos kiime denir. Bos kiime @ ya da { } sembolleriyle gosterilir.

Uzerinde islem yapilan en genis kiimeye evrensel kiime denir. Evrensel kiime genellikle E harfi ile
gosterilir.

Sonlu Kiime ve Sonsuz Kiime

» Ilkokul 4. sinif grencisi olan Ahmet ile annesi deniz

kenarinda biiyiik bir kumsalda yiiriiyiis yapiyorlar. Ah-
met annesine sevgisini belirtmek igin “Anne seni diin-

yann tiim kumsallarindaki kum tanecikleri kadar ¢ok = 5 s : —~<

seviyorum.” diyor. e : e

» Ortaokul 5. sinif 6grencisi olan Ferhat ile babasi or- : :
manda ylriiyiis yapryor. Ferhat babasina tesekkiir et-
mek i¢in “Baba seni diinyadaki tiim agaglarin yaprakla-
r1 kadar ¢ok seviyorum.” diyor.

Ogrencilere, “Sizce, Ahmet ve Ferhat'in kiyas olarak kullandiklar: kiimelerden en ¢ok elemana sahip olam
hangisidir?” seklinde bir soru sorularak sonlu ve sonsuz kiime kavramlar: sorgulatilir.
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AN

Bir A kiimesinin eleman sayisi bir dogal sayi ile ifade edilebiliyorsa A kiimesine “sonlu kiime” denir
ve bu say1 s(A) ile gosterilir.

Sonlu olmayan kiimelere “sonsuz kiime” denir. Sonsuz bir kiimenin eleman sayis1 belirlenemez. Yani
bir dogal say: ile ifade edilemez.

Sonlu ve sonsuz kiime ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 2)

Alt Kime
Resimde Asudenin ¢aliyma odasi goriinmekte- r '

dir. Resimdeki nesneleri inceleyiniz.

» Calisma odasindaki tiim nesnelerin kiimesi A
olsun. Kitapliktaki nesnelerin kiimesi de B ol-

sun.

» A ve B kiimelerinin elemanlarini liste yonte-
miyle yaziniz.

» A kiimesinin elemanlar1 B kiimesinde de bu-

lunuyor mu?

> A kiimesinde olup B kiimesinde olmayan ele-
man var mi?

Ogrencilere, yukaridaki sorular sorularak alt kiime kavrami sorgulatilir.

— TR

A ve B herhangi iki kiime olsun. A kiimesinin her elemani ayni1 zamanda B kiimesinin de elemani olu-
yorsa, A kiimesi B kiimesinin alt kiimesidir denir ve ACB veya ACSB seklinde gosterilir. Bagka bir ifadey-
le, B kiimesi A kiimesini kapsar da diyebiliriz ve gosterim olarak BOA veya B2A kullaniriz.

Eger A kiimesinin en az bir elemani, B kiimesinin elemani degilse, A kiimesi B kiimesinin alt kiimesi
degildir denir ve A ¢ B seklinde gosterilir.
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Ornek:
A =1{a, 3,4},B={a, b, 3,4, 5} ve C = {a, 4} kiimelerini birbirinin alt kiimesi olma bakimindan kargilas-
tiralim.
. B
Cozum:

C kiimesinin biitiin elemanlar1 hem A kiimesinin hem de
B kiimesinin eleman: oldugu i¢in C kiimesi hem A kiimesinin
hem de B kiimesinin alt kiimesidir. Ayrica A kiimesinin tiim
elemanlar1 B kiimesinin de elemani oldugundan A kiimesi, B
kiimesinin alt kiimesidir. Yani CcA, CcB veya AcB’dir. Bu
durumu Venn semasiyla yandaki gibi gosterebiliriz.

=0 0] @ 1
B={1} 1 @, {1} 2
B=(1,2} 2 @, {1}, {2}, (1.2} 4
B={1,2,3} 3 @, {1}, {21 (1,21,0,3}, 2,3}, {1.2,3} 8

Kiimenin eleman sayzsi ile alt kiime sayisi arasindaki iligski gozlemlendiginde ortaya ¢ikan sonug su sekil-
dedir.

n=0 igin: s(A)=0 ve Alt Kiime Sayis1: 1
n=1 i¢in: s(A)=1 ve Alt Kiime Say1s1: 2
n=2 i¢in: s(A)=2 ve Alt Kiime Sayis1: 4

n=3 i¢in: s(A)=3 ve Alt Kiime Say1s1: 8

s 1ANIM

n elemanl: bir kiimenin alt kiime say1s1: 2" tanedir.
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Ornek:

A ={1, 2, 3, 4, 5} kiimesinin alt kiimelerinin ka¢inda

a. 3 elemani bulunmaz?

b. 3 elemani bulunur?

c. 1 elemani bulunur, 3 elemani bulunmaz?

d. 1 ve 3 elemanlari birlikte bulunur?

e. 1 ve 3 elemanlari birlikte bulunmaz?

f. 1 veya 3 elemanlar1 bulunur?

g. 1 ve 3 elemanlari birlikte bulunur, 4 eleman1 bulunmaz?

Coézum:

a.

Kiimeden 3 elemani ¢ikartilirsa geriye kalan {1, 2, 4, 5} kiimesinin alt kiimelerinden hi¢birinde 3 elema-
n1 bulunmaz. Bu durumda 2* = 16 alt kiimede 3 elemani yoktur.

1. Yol: A kiimesinin tiim alt kiimelerinden 3 elemani bulunmayan alt kiimeleri ¢ikartilirsa geriye 3 ele-
maninin bulundugu alt kiimeleri kalir. 2° — 2* = 32 — 16 = 16 alt kiimede 3 elemani bulunur.

2.Yol: {1, 2, 4, 5} kiilmesinin alt kiimelerinin her birine 3 elemanini eklersek, 3 elemani olan alt kiimeleri
olusturmus oluruz. 2* = 16 alt kiimede 3 elemani yoktur. Bunlarin her birine 3 eleman: ekledigimizde 3
elemani olan alt kiimeler olusmus olur. Yani 16 alt kiimede 3 eleman1 bulunur.

A kiimesinden 1 ve 3 elemanlarini ¢cikartirsak {2, 4, 5} kiimesi elde edilir. Bu kiimenin alt kiimelerinde 1
ve 3 elemanlar1 bulunmaz. 2° = 8 alt kiimede 1 ve 3 elemanlar1 bulunmaz. Bu 8 alt kiimeye 1 elemanini
eklersek 1 elemani bulunan 3 elemani bulunmayan alt kiimeleri olusturmus oluruz. Yani, 8 alt kitmede
1 elemani bulunurken 3 elemani bulunmaz.

. A kiimesinden 1 ve 3 elemanlarini ¢ikartirsak {2, 4, 5} kiimesi elde edilir. Bu kiime ile olusturulacak alt

kiimelerde 1 ve 3 elemanlar1 bulunmaz. 2° = 8 alt kiimede 1 ve 3 elemanlar1 bulunmaz. Bu 8 alt kiimeye
1 ve 3 elemanlarini eklersek 1 ve 3 elemanlarini birlikte bulunduran alt kiimeler olusturulmus olur.

1 ve 3 elemanlar: birlikte bulunmaz demek 1 ve 3 elemanlarinin birlikte bulundugu durumlar haricin-
deki tiim durumlar1 kapsar. dde 1 ve 3 elemanlarinin birlikte bulundugu alt kiimelerin sayis1 8 olarak
bulunmustu. Tiim alt kiimelerin sayis1 2° = 32dir. 1 ve 3 elemanlarinin birlikte bulunmadig; alt kiimeler
ise 32 — 8 = 24’tiir.

1 veya 3 elemanlar1 bulunan alt kiimeler, 1 ve 3 elemanlarinin olmadig alt kiimeler haricindeki kii-
melerdir. 1 ve 3 elemanlarinin olmadig; alt kiimelerin sayisini 8 olarak bulmustuk. Tiim alt kiimelerin
sayisindan 8’i ¢ikartarak 1 veya 3 elemanlar1 bulunan alt kiimelerin sayisin1 bulabiliriz. 32 - 8 = 24’tiir.

A kiimesinden 1, 3 ve 4 elemanlar: ¢ikartilarak {2, 5} kiimesi olusturulur. Bu kiime ile olusturan kiime-
lerde 1, 3 ve 4 elemanlar1 bulunmaz. 2% = 4 tane alt kiimede 1, 3 ve 4 elemanlar1 bulunmaz. Bu kiimelere

1 ve 3 elemanlarini eklersek, 4 alt kiitmede 1 ve 3 elemanlar1 bulunurken 4 elemanlar: bulunmaz.

Alt kime ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4-7)
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Kimelerde islemler

Ogrencilere asagidaki gibi bir soru sorularak kiimelerde birlesim ve kesisim islemlerini fark
etmeleri saglatimaya caligilir.
iC ANADOLU BOLGESI

Yakup Bey Cukurova bélgesinde yasayan ve Ig
Anadolu bdlgesine portakal ve mandalina gonderen
bir ciftcidir. Yakup Bey Ankara, Konya, Eskigehir,

v
Sivas ve Kayseri illerine portakal gondermekte; M '
Ankara, Karaman, Konya, Nevsehir, Yozgat ve Sivas <
illerine de mandalina gondermektedir. Yakup Bey'in,
a. Portakal gonderdigi illerden olusan kiimeyi
belirleyin.
b. Mandalina gonderdigi illerden olugan kiimeyi
belirleyin.
c. Portakal ve mandalina (hem portakal hem de
mandalina) gonderdigi illerden olusan kiimeyi
belirleyin.

d. Portakal veya mandalina (en az bir meyve)
gonderdigi illerden olugan kiimeyi belirleyin.

e. Hic meyve gondermedigi illerden olugan
kimeyi belirleyin.

f. Portakal/mandalina gonderilen/gonderilmeyen
illerden olugan Venn semasini giziniz.

Gozim:

a. Portakal gonderilen iller kiimesi: { Ankara, Konya, Eskisehir, Sivas, Kayseri }

b. Mandalina gonderilen iller kiimesi: { Ankara, Karaman, Konya, Nevsehir, Yozgat, Sivas }
c. Portakal ve mandalina génderilen iller kiimesi: { Ankara, Konya, Sivas }

d. Portakal veya mandalina gonderilen iller kiimesi: { Ankara, Konya, Eskisehir, Sivas, Kayseri,
Karaman, Nevsehir, Yozgat }

e. Hic meyve gonderilmeyen iller kiimesi: { Kirgehir, Kirikkale, Cankiri }
f. * Kirgehir * Kirikkale * Cankir

) * Nevsehir
* Kayseri
* Yozgat

* Eskigehir i » Karaman
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AN

A N B =0 ise A ve B ayrik kiimelerdir.

Birlesim: A ve B kiimelerinin elemanlarinin tamaminin olusturdugu kiimeye A ile B kiimesinin birle-
sim kiimesi denir ve A U B seklinde gosterilir. Bir bagka ifadeyle,

A UB = {x|x € A veya x € B} seklinde gosterilir.

Kesisim: A ve B herhangi iki kiime olmak {izere bu iki kiimenin ortak elamanlarinin olusturdugu kii-
meye A ve B kiimelerinin kesisim kiimesi denir ve A N B seklinde gosterilir. Bir bagka ifadeyle,

A N B={x|x € A ve x € B} seklinde ifade edilir.

Ayrik Kiime: Eger A N B kiimesi bos kiime ise yani A ve B kiimelerinin ortak elemani yok ise bu kii-
meler ayrik kiimeler olarak adlandirilir. Bir bagka ifadeyle,

Ornek:

A={a,bcd e}, B={d, e f g} ve kiimeleri veriliyor.

Buna gore,

A U B ve A N B kiimelerini liste yontemiyle yaziniz ve Venn semasiyla gosteriniz.

Ccozum:

AUB={a,b,c,d e fgl

ANB={d, e}

Kiimelerde Kesisim ve Birlesim isleminin Ozellikleri

A ve B iki kiime olmak {izere, kiimelerde kesisim ve birlesim islemi ile ilgili,

LANG=0
22AUB=A
3.ANA=A

4, AUA=A

5. ANB=BNA
6,AUB=BUA
7.AcB=>ANB=A

Ozellikleri mevcuttur.

8 AcB=>AUB=B

9. (ANB)NC=ANnBNC)
10,AUBUC)=(AUB)UC
ILANBUC)=(ANB)U(ANC)
12AuBNC)=(AUB)N(AUC)
13 AUB=0Qise (A=0veB=0)

14. s(A U B)=s(A) + s(B) - s(A N B)
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ispat:

Ornek olarak 12. ozelligi Ispat edelim. Ispatin 3. satirinda, sembolik mantikta kullanilan “veya’nin “ve”
tizerine dagilma ozelligi kullanilmistir.

AUBNC) ={x|x€Aveyax € (BN C)}
={x|x€Aveya(xEBvex€QC)}
={x| (x € Aveyax € B) ve (x € Aveyax € C)}
={x|x€(AUB)vex€(AUC)}
={x|x€[(AUB)N (AU Q)]}

=(AUB)N(AUC)

Kimelerde kesisim ve birlesim islemleri ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8)

Kimelerde Fark islemi

Ogrencilere agagidaki gibi bir soru sorularak kiimelerde fark islemi hakkinda ¢ikarimlarda bulunmalar
istenir.

Bilim ve Sanat Merkezinde 6grenci olan Ali, Bekir, Ceren, Derya, Elif ve Fikret OYG-1programinda
matematik dersini; Ahmet, Bekir, Ceren, Deniz, Elif ve Funda ise yine OYG-1 programinda fizik dersini
almaktadir.

a. Matematik dersi alan ve fizik dersi almayan 6grencilerden olugan kiimeyi yaziniz.

b. Fizik dersi alan ve matematik dersi almayan 6grencilerden olugan kiimeyi yaziniz.

CGozim:

a. Matematik dersi alan ve fizik dersi almayan 6grencilerden olugan kiime: { Ali, Derya, Fikret}

b. Fizik dersi alan ve matematik dersi almayan 6grencilerden olugan kime: { Ahmet, Deniz,
Funda}
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— TA000

Fark Islemi: A kiimesinde olup B kiimesinde olmayan elemanlardan olusan kiimeye, “A fark B kiime-
si” denir ve A - B veya A \ B seklinde gosterilir. Bir baska ifadeyle,

A-B={x:x€Avex¢B}
B-A={x:x€Bvex ¢ A}

seklinde gosterilir.

Ornek:
A ={a,b,c,d, e}, B={d,ef{ g} ve kitmeleri veriliyor.

Buna gore,

A - B ve B - A kiimelerini liste yontemiyle yaziniz ve Venn semasiyla gosteriniz.

Coézium:

A -B={a,b, ¢}

>
o~}

B - A={f, g}

A-B B-A

Kimelerde fark iglemleri ile ilgili rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 9)

Bir Kimenin Timleyeni
Bir varligin ya da nesnenin eksik pargalarini tamamlayarak onu bir biitiin haline getiren nesneler igin tiim-
leyen kavramini kullanabiliriz. Ornegin sekildeki yapboz diizleminin eksik par¢alarina tiimleyen diyebiliriz.

J

» = .

53




MATEMATIK

s ANITM

Tiimleyen: Bir A kiimesinin i¢inde bulundugu evrensel kiimeyi diisiinelim. Bu evrensel kiimenin ele-

mani olup A kiimesinin elemani olmayan elemanlardan olugan kiimeye A kiimesinin tiimleyeni denir ve
A' ile gosterilir. A’ kiimesini ortak 6zellik yontemiyle

A'=E-A={x|x€Evex & A} seklinde gosterebiliriz.

Ornek:

E = {x | x bir rakam} evrensel kiime olmak tizere, A={x | x bir asal say1} kiimesinin timleyenini yaziniz ve
Venn semasi ile gosteriniz.

Coézum:
Oncelikle verilen kiimeleri liste yontemi ile yazalim.
E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,} ve A={2, 3,5, 7} dir.
O halde, A'={0, 1, 4, 6, 8, 9} olacaktir.

E

6 5 9

>

Kiimelerde Fark ve Timleyen isleminin Ozellikleri

LA-A=0 8.0'=E

2A-0=A 9. E-A=A

3.A-E=0 10,ANA=0

4. A#+BiseA-B#+#B-A 11.A-B=ANB

5 (A=A 12. (AN B)' = A'U B' (De-Morgan Kuralz)
6.E=0 13. (AU B)' = A' N B' (De-Morgan Kuralr)
7.AUA'=E 14.A-(BUC)=(A-B)N(A-C)
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ispat:

Ornek olarak 14. dzelligi ispat edelim. Ispatin her satirinda, kullanilan bilgilere yer verilmistir.

A-(BUC)=AN(BUC) [A-B=ANB']
=AN(B'NC) [ De Morgan
=ANAN(BNC) [ANA=A]
=AN(ANB)NC [AN(BNC)=(ANB)NC]
=(ANB)N(ANC) [ANB=BNA]
=(A-B)N(A-C) [A-B=ANB']

Kimelerde timleyen islemi ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 10)

EK ETKINLiK ONERISi

Aragtirma Sorular1

o Dogal sayilar kiimesi N ile, tam sayilar kiimesi Z ile, rasyonel sayilar1 kiimesini ise Q ile gosterilir. Ne-
den bu gosterimlerin kullanildigini arastiriniz.

+ Kiimelerde kesisim ve birlesim isleminin 6zelliklerini ispatlayiniz.
« Kiimelerde fark ve tiimleyen isleminin 6zelliklerini ispatlayiniz.

« Sayilamaz ¢okluktaki kiimeler ile ilgili kardinalite kavramini aragtiriniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. a. Kiime degil
b. Kiime
c. Kiime degil

2. a. Sonsuz Kiime
b. Sonlu Kiime
¢. Sonlu Kiime

d. Sonsuz Kiime
3. Etkinlik igerisinde ¢oziildiL
4.a.64

b. 16
C. 128
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Etkinlik Formu

Asagidaki topluluklarin bir kiime belirtip belirtmedigini inceleyiniz.
a. Tirkiye’deki en giizel sehirler
b. Tirkiye’de rakimi 1000 metreyi agan iller

c. Okulumuzdaki en basarili 6grenciler

. Asagida verilen kiimelerden sonlu ve sonsuz olanlarini bulalim.
a. 5 ile tam boliinebilen tam sayilar kiimesi
b. 19 ile 1903 arasindaki dogal sayilar kiimesi
c.{n|n, 5ile 6 arasinda bir dogal say1dir}

d. {x: x bir rasyonel say1 ve -7<x<10}

. Asagidaki tabloda ilgili alanlar1 doldurunuz.

A=

B={1}
B={1,2}

B=1{1,23}

Kiimenin eleman sayist ile alt kiime say1s1 arasindaki iligkiyi gozlemleyiniz

. Asagida verilen kiimelerin alt kiime sayilarini bulunuz.
a.A={a,b,c,d e f}
b.B={x|x<4vex €N}

c. C={x|-2<x<5vex€Z}

. Bir A kiimesinin alt kiimelerinin saysi ile kendisi harig alt kiimelerinin sayisinin toplami 127dir. Bu
kiimenin eleman say1s1 kagtir?

. A={3,4,5}ve B=1{3,4,5,6,7,8, 9} olduguna gore A c K c B sartini saglayan K kiimelerinin say1-
sin1 bulunuz.
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7. Aksam evine misafir gelecek olan Ozlem Hanim'in dolabinda '
elma, portakal, muz, armut, ananas ve karpuz vardir.
Ozlem Hanim misafirlerine;

a. Portakal ve elma igermeyen kag farkli ikram tabagi hazirla-
yabilir?

. Portakal ve elma igeren kag farkli ikram tabag1 hazirlayabi-
lir?

. Portakal igeren ama elma icermeyen kag farkli ikram tabag:
hazirlayabilir?

. Icinde portakal da bulunan 3 gesit meyve igeren kag farkli ikram tabag1 hazirlayabilir?

. Icinde portakalin olmadig1 3 gesit meyve iceren kag farkli ikram tabagi hazirlayabilir?

8. Bir A kiimesinin eleman sayisi, B kiimesinin eleman sayisinin 4 katidir. Bu iki kitmenin birlesim ve
kesisiminin eleman sayilar1 toplami 20 olduguna gére A kiimesinin eleman sayisini bulalim.

9. A={x:10<x<756vex=4n}veB={y:13<x<800vey=6n}
olmak tizere s(A N B) kactir?

10. A ve B iki kiimedir. s(A) = 2s(B) ve s(A - B) = 10dur. A N B kiimesinin eleman sayist 8 olduguna
gore, B kiimesinin eleman sayisini bulunuz.

1. A ve B, evrensel kiimenin iki alt kiimesi olmak tzere,
s(A) +s(B) =12 ves(A) +s(B’) =8

olduguna gore evrensel kiimenin eleman sayis: kagtir?

12. A ={a, b, {a, c}} kiimesiyle ilgili asagidakilerden hangisi yanlistir?
A){a,c}€EA B) {a}c A C){a,b}c A D){a,cjJc A E){a,{a,c}}c A

13. A B
Sekildeki tarali bolgeye karsilik gelen kiime agagidakilerden hangisidir?

C
A) [(AUC)\BJU(ANBNC) B) [B\(AUC)] n (ANBNC)
C) [B\(ANB)] U (AUC) D) [B\(AUC)] U [(ANC)\B]
E) [B\(ANC)] U [(AUC)\B]

58




CEBIR VE SAYILAR TEORISI

(=] [=]

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : BAGINTI FONKSiYON
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/KUmeler, Baginti, Fonksiyon
KAZANIMLAR : 1. Sirali ikiliyi tanimlar.
2. En az iki kUmenin kartezyen carpimiyla ilgili islemler yapar.
3. Bagintiyr aciklar.
4. Bir bagintinin tersini aciklar.
5. Bagintiy! kullanarak fonksiyonu tanimlar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, 6grencilerin sirali ikililerin esitliklerini kesfetmesi amaclanmistir.
Ayrica, kartezyen carpimin &zelliklerinin incelenerek grafiklerinin cizilmesi hedef-
lenmektedir. Sonsuz kimelerin kartezyen carpiminin gosterimine yer verilir. ikili
kartezyen carpimin elemaninin duzlemde bir nokta ve Uc¢lu kartezyen carpimin
elemaninin U¢ boyutlu uzayda bir nokta gdsterdigi vurgulanarak égrencilerin kar-
tezyen carpim ile kartezyen koordinatlar arasindaki iliskiyi fark etmesi amaclan-
mistir. Bagintinin farkli gésterimlerine yer verilerek égrencilerin, bir baginti gra-
figi ile tersinin grafigini iliskilendirmesi beklenmektedir. Ayrica dogal sayilar, tam
sayllar veya sonlu kimeler Uzerinde tanimli fonksiyonlarin grafikleri incelenmistir.

Baslarken...

Sinemaya gitmek i¢in arkadaslari ile sozlesen
Talha son anda filme yetismis, bu sirada arkadasla-
r1 ise ¢oktan yerini almigstir. Talha bileti diigiirdiigii
icin arkadasi Ahsen’i aramis ve yerini sormustur.
Ahsen siranin C-4 oldugunu soylemistir. Bir sinema
salonunda koltuklarin numaralandirilisina dikkat
ettigimizde bir harf ile bir numaranin beraber kul-

lanildigini goriiriiz ve bu durum yerlerin tespitinde
sade ve etkin bir kolaylik saglar. Siz de sekildeki sinema salonunda oturan Kkisilerin koltuklarini A, B, C, D
harfleri ve 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 numaralari ile belirleyiniz.
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Sirali ikili

Ogrenciler, sirali ikili kavramini kesfetmeye yonelik asagidakine benzer bir soruya yonlendirilir.

Tabloda Asya, Berna, Ceren, Demir ve Ece isimli 6grencilerin boy ve kilo dl¢iimleri verilmistir. Her bir
ogrenciye ait (boy, kilo) siitununu inceleyiniz.

Asya 147 45 (147,45)
Berna 148 47 (148,47)
Ceren 149 48 (149,48)
Demir 150 52 (150,52)

Ece 151 55 (151,55)

Baslarken boéliimiinde, Talha C-4 numarali koltugu ararken, rakamla sayinin yerinin degismesi énemli
midir?

TAN 1M

Sirali Ikili: A ve B bos olmayan herhangi iki kiime olsun. A kiimesinden alinan bir a elemani ile B

kiimesinden alinan bir b elemaninin (a, b) seklinde yazilmasi ile olusan elemana “sirali ikili” denir. Bu-
rada, a’ya sirali ikilinin birinci bileseni; b’ye de siral ikilinin ikinci bileseni denir. Siral ikilide eleman-
larin yazilis sirast onemlidir. Sirali ikiliye kisaca “ikili” denir.

Sirali ikilinin Esitligi: Herhangi iki sirali ikili (a, b) ve (c, d) olsun. Bu ikililerin esit olmast igin birinci
bilesenlerin birbirine ve ikinci bilesenlerin de birbirine esit olmas1 gerekir.

Yani, (a,b) = (¢, d) © a=cveb = d olmalidir.

Ornek:
(2x + 5,3y - 1) = (25, 20) ise x + y toplamin1 bulalim.
Coézum:
2x + 5 =25ve 3y - 1 = 20 olmalidir. Buradan, x = 4 ve y = 7 bulunur.

Ohalde,x +y=4+7 =11 olur.

Sirali ikili kavramn ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-3)
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Kartezyen Carpim

— AR

A ve B kiimeleri verilsin. Birinci bileseni A’dan ve ikinci bileseni B’den alinmak tizere olusturulan tiim
sirali ikililerin kiimesine “A kartezyen ¢arpim B” kiimesi denir ve

A x B geklinde gosterilir. Bir bagka ifadeyle, A x B = {(a, b) | a € A ve b € B} seklinde de gosterebiliriz.

Ornek:

A ={a, b, ¢} ve B = {1, 2} kiimeleri i¢in A x B ve B x A kiimelerini liste yontemiyle gosteriniz.

Coézum:
A xB={(a, 1), (a,2), (b, 1), (b,2), (c, 1), (c, 2)} ve

B x A=1{(1,a), (1,b), (1, ¢), (2, a), (2, b), (2, ¢)} olur.

Ornek:
A ={a, b}, B=1{b, c,d} ve C = {c, d, e} kiimeleri veriliyor. Buna gore,
a. A x (B U C) kiimesini bulunuz.
b. (A x B) U (A x C) kiitmesini bulunuz.

c. Buldugunuz cevaplar: kargilastiriniz.

Coézum:
a. Once B U C kiimesini olusturalim.
BuC={b,cd,e}
Simdi A x (B U C) kiimesini olusturalim.
Ax(BUC)={(a,b), (ac), (a,d), (ae), (b,b), (b, c), (b, d), (b, e),}
b. A xB={(a,b), (a, ¢), (a, d), (b, b), (b, ¢), (b, d)}
AxC={(a,0¢),(ad), (ae), (b, c), (b,d), (b, e)} olur.
Simdi bu iki kiimenin birlesim kiimesini olusturalim.
(AxB)U (A xC)={(a, b), (ac), (a,d), (a, e), (b, b), (b, ¢), (b, d), (b, )}
c. Elde ettigimiz sonuglari karsilastirinca A x (BU C) = (A x B) U (A x C)

sonucuna ulagiriz.
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Ornek:

A =1{1,2,3},B=1{3,4, 5} ve C= {5, 6,7} kiimeleri veriliyor. Bu kiimeler i¢in

A x(BnNC)=(AxB)nN (A xC) oldugunu gosteriniz.

coézum:

Oncelikle B N C kiimesini bulalim. B N C = {5} olur.

Ax(BnNC)={(1,5),(2,5),(3,5)}

Simdi, A x B ve A x C kiimelerini olusturalim.

AxB={(1,3),(1,4),(1,5), (2 3), (2 4), (2 5),3,3),(3,4), (3, 5)}

AxC={(1,5),(1,6),(1,7),(2,5),(2,6),(2,7),(3,5),(3,6), (3, 7)}

olur. Buradan,

(AxB)N(AxC)=1{(1,5),(2,5),(3,5)}

bulunur. O hilde, A x (BN C) = (A x B) N (A x C) dir.

Kartezyen Carpimin Eleman Sayisi

Ertugrul, arkadaslar1 olan Metin, Tekin ve Cetin'in her birine, kir-
mizi, yesil, sar1 ve mavi renkli olan “BILSEM Matematik Efsaneleri” adl
serinin dort kitabindan birini hediye etmek istiyor.

Fakat hangi kitab1 kime alacagina karar veremiyor.

Ertugrul'un arkadaglarina kitap alabilme alternatiflerini (arkada-

simin ady, alabilecegim kitap) seklinde gostererek yaziniz.

Ertugrul her bir arkadasina bir kitap almak kosuluyla kag farkl
secim yapabilir?

Ertugrul’un arkadaglar1 bir kiime olarak diistiniiliirse bu kiimenin eleman sayis1 kagtir?
Ertugrul’'un se¢im yapabilecegi kitaplarin olusturdugu kiimenin eleman sayis1 kagtir?
(Arkadasimin ads, alabilecegim kitap) seklindeki ikililerin olusturdugu kiimenin eleman sayis1 kagtir?

Ertugrul’'un arkadaslarindan olusan kiimenin eleman sayisi ile kitaplarin olusturdugu kiimenin eleman
sayisinin ¢arpimi ile, olusturdugunuz sirali ikililer kiimesinin eleman sayis1 arasindaki iligkiyle ilgili ne
soyleyebilirsiniz? Ogrencilere yukaridaki sorular sorularak kartezyen ¢arpimin eleman sayisinin nasil
bulunacag sorgulatilir.

A ve B iki kiime olsun. s(A) = m ve s(B) = n ise s(A x B) = m - n’'dir.
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Ornek:

A ={a, b, ¢} ve B = {1, 2} kiimeleri veriliyor. Buna gore, A x A, A x B, B x A, B x B kartezyen ¢arpim kii-
melerini bulup eleman sayilarini belirleyiniz.

Coézum:
A x A={(a,a), (a,Db), (a c), (b a), (b, b), (bic), (c, a), (¢, b), (¢, )} olup s(A x A) =3.3=9
AxB={(a, 1), (a,2), (b, 1), (b,2),(c, 1), (c,2)} olups(Ax B) =3.2=6
B x A=1{(1,a),(1,b), (1,¢),(2,2),(2,b), (2,¢)} olups(Bx A) =23=6
BxB={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} olups(Bx B) =2.2=4

bulunur.

Kartezyen ¢arpimin eleman sayisi ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4). I

Kartezyen Carpimin Grafigi

Unlii Fransiz matematik¢i Rene Descartes cebirle geometri arasindaki iliskiyi Kartezyen carpim ile kur-
mugtur. Kartezyen ¢arpimi olusturan birinci kiimeyi yatay eksen (x - ekseni) ve ikinci kiimeyi diisey eksen (y
— ekseni) alarak bir sirali ikiliyi diizlemde belirtmistir.

A ={-10,1} ve B = {-1, 0, 1, 2} kimeleri veriliyor. Buna gore, A x B kiimesinin grafigini dinamik
matematik yazilimi kullanarak ciziniz.

Cozim: FEETE
%B’:’ {-i, 0,1, é}

Bu etkinligin uygulama agamalarina etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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A=[-3,4)veB
yazilimi kullanarak ¢iziniz.

Bu etkinligin uygulama agamalarina etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Kartezyen carpimilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5). I

Baginti

TA000

A ile B bos kiimeden farkl: iki kiime olsun. A x B’nin her alt kiimesine Adan B’ye bir bagint1 denir.
Adan Bye bir bagint: genellikle P ile gosterilir. Adan A’ya bir bagintiya ise Ada bir bagint1 denir.

Ornek:

A={a,b,c,d},B={1,2} kiimeleri veriliyor. Asagida tanimlanan kiimelerin A’"dan B’ye bagint1 olup
olmadigini inceleyiniz.

a.B={@. (1,1, @2)
b.p={@2), (e 1., 3)}
<B=1}

d.B,={(@2), (b, 1),(1,0),(c,2) }
e.p=AxB

Coézum:
AxB={(@]),@2), (bl),(b2),(c1),(c2)}
a.p, € Ax B oldugundan ,, A'dan B’ye bir bagintidur.
b. (d, 3) ¢ AxBolup B, ¢ A x B'dir. O hélde, B,, A’dan B’ye bir bagint1 degildir.

c. { } her kiimenin alt kiimesi oldugundan A x B’nin de bir alt kiimesidir. O halde, { }, A’"dan B’ye bir
bagintidir.

d. (1, c) € AxBolup p, ¢ A x B'dir. O hélde, §,, A’dan B’ye bir bagint1 degildir.

e. Her kiime kendisinin alt kiimesi oldugundan, p, € A x B olup . A’dan B’ye bir bagintidur.

Bir Bagintinin Tersi

— AL

Adan B'ye tanimli p = { (x, y) : X € A ve y € B } bagintis1 verilsin.

B'={(y,x):y € Bvex € A} bagintisina, B bagintisinin tersi denir.

p c AxBiken ' c Bx A olduguna dikkat edilmelidir.
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Ornek:

A={1,2,3,4,5}veB={0,1,2,3 }kiimeleri veriliyor.
af ={(xy:xX+y’<7ve(x,y) EAxB}
b.B,={(xy):y=x+2ve(x,y) EAxA}

bagintilarinin tersini bulunuz.

Coézum:
a. B, =1{(1,0), (1,1), (1,2),(2,0), (2, 1) } olup (B,)'= { (0,1), (L,1), (2,1),(0,2), (1, 2) } dir.

b. B, ={(1,3), (2,4), (3,5) } olup (B,)'={ (3,1), (4,2), (5,3) } olur.

Baginti ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6-8).

Fonksiyon

Bir zeytin yag: fabrikasinda zeytin miktar1 de-
gistikge iiretilen zeytin yagi miktar1 da degisir. Bu
iki degisken arasindaki iligkiyi bir 6rnekle gozlem-
leyelim.

Fabrikada, 5 kg zeytinden 1 litre zeytinyag iire-
tildigini varsayalim. Farkli miktarlardaki zeytin i¢in
tiretilecek zeytin yag1 miktarini bir tabloyla asagi-
daki gibi gosterebiliriz. Ornegin 25 kg zeytinden 5
litre zeytin yag: tiretilecektir.

Zeytin Miktan (kg) 5 10 15 20 25 30 35
Zeytin yagi Miktar (litre) 1 2 3 4 5 6 7
Zeytin yag1 fabrikasinda, zeytin miktari ile iiretilen zeytin yagi miktar arasindaki iliskiyi su sekilde ifade

edebiliriz. Makinaya bir miktar zeytin eklenerek makine kullanima hazir hale getirilir. Sonrasinda makine ¢a-
ligtirilir ve bir miktar zeytin yagi elde edilir. Bu durumu bir sema ile su sekilde gosterebiliriz:

Zeytin Miktari (kg) —— >  Makine — > Zeytin yadi Miktari (litre)
Girdi Cikti
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Zeytin miktarina “girdi”, zeytin yag1 miktarina “gikt:” diyelim.
Burada dikkat edilecek iki 6nemli nokta vardir.

v" Her girdi i¢in bir ¢ikt1 hesaplanmaktadir.

v" Her bir girdi i¢in yalnizca bir ¢ikt1 bildirilmektedir.

Fonksiyonun iki ¢okluk arasinda bu iki sart1 saglayan iliskilendirmeler oldugunu belirtelim. Bu makine-
de zeytin miktar1 degistikce elde edilen zeytin yag1 miktar1 da degistiginden ikisi de degisken olarak isim-
lendirilebilir. Elde edilecek zeytin yag1 hacminin degismesi zeytin miktarinin degismesine bagimlidir. Bu
durumda zeytin miktarini x, zeytin yag1 hacmini y ile isimlendirdigimizde y, x’e bagimli bir degisken olur.

x (kg) ——>  Makine ———> y(lt)
Girdi Cikti
S'te Ti

x

Bu 6rnekteki x ve y arasindaki iliskiyi y = G

— TR0

A ve B bos olmayan iki kiime ve f’de A’”dan B’ye bir bagint1 olsun. Eger,

ifadesiyle belirtebilecegimize dikkat edelim.

i.Vx € Aigin 3y € Bvarsa (x,y) € f

ii. (x,y) € fi¢in (xy,) € fisey =y,

kosullar1 saglaniyorsa, f bagintisina A’dan B’ye bir fonksiyon denir.

A’dan B’ye bir f fonksiyonu f : A — B seklinde gosterilir.

A’ya fonksiyonun tanim kiimesi, B’ye de fonksiyonun deger kiimesi denir.
Fonksiyonun dik koordinat sistemindeki goriintiisiine de fonksiyonun grafigi denir.

Eger f fonksiyonu A kiimesinden alinan bir x elemanini, B kiimesindeki bir y elemanu ile iligkilendi-
riyor ise, “y, X’in f altindaki goriintiisii” veya “f’in x’teki degeri y’dir” denir. Bu durum y = f(x) seklinde
ifade edilir. Tanim kiimesindeki elemanlarin fonksiyon altindaki goriintiilerinin olusturdugu kiimeye
fonksiyonun goriintii kiimesi denir ve f(A) ile gosterilir. Gortintii kiimesi ortak 6zellik yontemiyle su
sekilde gosterilir: f(A) = { f(x) : x € A }

f Yandaki semada gortldiigi gibi bir bagintinin

> fonksiyon olabilmesi i¢in;

B
. f(4): Gorintl kiimesi v" Tanim kiimesindeki her bir eleman deger kii-

mesinden bir elemanla mutlaka eslenmis ol-
malidir.

v" Tanim kiimesindeki herhangi bir eleman de-

ger kiimesinden yalniz bir elemanla eslenmis

Tanim kiimesi Deger kiimesi olmalidir.
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Ornek:

A=1{1,2,3} ve B ={a,b, ¢, d} kiimeleri veriliyor.
A’dan B’ye tanimlanan asagidaki bagintilardan hangileri A’dan B’ye bir fonksiyondur?
p,=112), (2,0, 3, a)}
B,={(1,2),(2,b), (3,0, (2,a)}
p,=1{1,2), 3, b)}
B,=1{1, ), (2,2), 3, b}}
C6zium:
B, bagintisi fonksiyondur.

(2, a), (2, b) € B, olup tanim kiimesindeki herhangi bir eleman, deger kiimesinden yalniz bir elemanla es-
lenmis olmalidir kuralina aykiri durumdan dolay1 B, bagintisi fonksiyon degildir.

Tanim kiimesindeki her bir eleman deger kiitmesinden bir elemanla mutlaka eslenmis olmalidir. An-
cak 2 € A i¢in, B kiimesinde goriintii bulunmamaktadir. Bu nedenle, B, bagintisi fonksiyon degildir.

B, bagintis1 fonksiyondur.

Ornek:

A={a,b, ¢, d} ve B={l, 2, 3, 4} kiimeleri veriliyor. A’dan B’ye tanimlanmis asagidaki bagintilarin fonksiyon
olup olmadiklarini belirtiniz.

\
A
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Coézium:

a. Tanim kiimesinde bulunan c eleman1 deger kiimesinden herhangi bir eleman ile eslenmemis oldugun-
dan f bagintis: fonksiyon degildir.

b. Tanim kiimesindeki her eleman deger kiimesinden yalniz bir eleman ile eslenmis oldugundan g bagin-
tis1 fonksiyondur.

c. Tanim kiimesindeki ¢ elemani deger kiimesinden iki farkli eleman ile eslenmis oldugundan h bagintis:
fonksiyon degildir.

Fonksiyonun tanim kiimesindeki degisimle birlikte grafiginin de degisecegini gézlemlemeleri igin Etkinlik
Formu Soru 9 ¢oziliir.

Etkinlik Formu Soru 9 | f(x)=2x:|—1 fonkSiYO.I}lhl i.qil'l,'ta'blodav\'fe.rilen j[ar.1'1m ve de'ge.r kiimelerine
gore fonksiyonun grafigini ¢iziniz. Degisimleri gozlemleyiniz.

Coézum:

{-21 _11 01 11 2} {_31 _-ly -ly 31 5}
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Dogal Sayilar (N)

Tam Sayilar (2Z)

MATEMATIK

Dogal Sayilar (N)

-12

Tam Sayilar (Z)
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Tam Sayilar (2)

Reel Sayilar (R)

Reel Sayilar (R)

Reel Sayilar (R)

10

-12

-10 -8 -6 -4 20

-10

-12

-14

fx)=2x+1
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Fonksiyon ile ilgili drneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 10).

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular1

o Bir GSM sirketi kullanicilarina aylik 40 TL sabit icret karsilig1 her yone 1000 dakika arama hakki veren
bir tarife sunmaktadir. Bu tarifeye gore 1000 dakika asimi hélinde, ilave her dakika konusma i¢in 25
kurus ticretlendirme yapilmaktadir. Bu durumda;

a. Cep telefonu ile ayda ortalama 1250 dakikalik bir arama yapan bir kisinin bu tarifeye gore ne kadar
licret 6deyecegini bulunuz.

b. Konugma siiresine (dakika) bagli 6denecek ticreti gosteren bir fonksiyon yazilabilir mi?
« Siz de giinliik hayatinizda karsilagtiginiz bir fonksiyon 6rnegi olusturulabilir misiniz?
o Descartes’in Kartezyen diizlem ile ilgili calismalar1 aragtirilabilir.

« Satrang notasyonlarinda ve vektorel tabanli grafik ¢izimlerinde, sirali ikilinin kullanimini aragtiriniz.

KAYNAKLAR
Komisyon (2013) Ortadgretim Matematik 9. Sinif 1. Kitap, Milli Egitim Bakanlig1 Yayinlari.

Ugurel, L., & Moraly, S. (2010). Ortadgretim Ogrencilerinin Kiimeler Konusundaki Ogrenmelerinin Degerlen-
dirilmesi-1. Akademik Bakis Dergisi, 22, 1-25.

Ugak, A., Emir, E., Uckun, E, Kutlu, G., Kahraman, S., (2018) Ortadgretim Fen Lisesi Matematik 9. Sinif Ders
Kitabi, Milli Egitim Bakanlig1 Yayinlar1.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceme Olgegi Degerlendirme Formu'na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

d. o
5.2\2

6.A=1{-18,-16,-14, ... 14, 16, 18}
B! = {(-18, -6), (-15, -5), (-12, -4), ... (0, 0), (4, 12), (5, 15), (6, 18)}
B ={(x, y) : x =3y, (b x) € AxA}

7. a. 256
b. 64
C. 64
d.o

8.56

9. Etkinlik i¢erisinde verilmistir.

10. Tanim Kiimesi = [-6, 5] ve Deger Kiimesi= [-3, 3]
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Etkinlik Formu

(4+2a,9)=(17,5b - 6) ise a + b toplam1 kagtir?

. (4%, 45) = (256, 4b -3) ise a.b carpimui kagtir?

. (\/ﬁ ,3%%) = (2, 9*7) ise a + b toplami kagtir?

. AxC={(a, 1), (a,2), (a3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)} ve

B x D ={(b, 4), (b,5), (c,4), (¢, 5), (d, 4), (d, 5)} kartezyen ¢arpim kiimeleri veriliyor. Buna gore,
a. A x (B n C) kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.

b. D x (A U C) kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.

c. (A U B) x (C U D) kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.

d. (B U C) x (A N D) kiimesinin eleman sayisini bulunuz.

. A =1{1,2,3, 4, 5} kilmesi veriliyor. A x A kiimesinin grafigini ¢iziniz. AxA'nin tiim elemanlarini
igeren en kiigiik cemberin yarigapinin kag birim oldugunu bulunuz.

. A={x:-19<x<19,x =2k k € Z} kimesinde tanimli

B=1{x ) :y=3x (x, y) € AxA} bagintis1 veriliyor. S ters bagintisin1 bulunuz.
. A=1{1,2,3,4} ve B = {5, 6} kiimeleri veriliyor. Buna gore

a. Adan B'ye kag farkli bagint1 yazilabilecegini bulunuz.

b. Adan B’ye tanimlanan kag bagintida (1, 5) ve (2, 6) bulunur?

c. Adan B’ye tanimlanan ka¢ bagintida (1, 5) bulunur ancak (2, 6) bulunmaz?
d. Adan Bye tanimlanan en ¢ok 1 elemanli ka¢ tane bagint: vardir?
A={x:x<18,x=3k k €N}

B={y:12<y <150,y €Z}

C ={z: 9 <z< 21, z € Z} olduguna gore, (AxB) N (AxC) kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.
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9. f(x)=2x+1 fonksiyonu i¢in, tabloda verilen tanim ve deger kiimelerine gére fonksiyonun grafigini
¢iziniz. Degisimleri gozlemleyiniz.

{-2,-1,0,1,2} {-3,-1,1,3, 5}
Dogal Sayilar (N) Dogal Sayilar (N)
Tam Sayilar (2) Tam Sayilar (2Z)
Tam Sayilar (2) Reel Sayilar (R)

Reel Sayilar (R) Reel Sayilar (R)

10. Sekilde verilen f fonksiyonunun tanim ve deger kiimelerini yaziniz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : FIBONACCI SAYILARI ve ALTIN ORAN
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/OrtuntU ve Ozel Sayilar

KAZANIMLAR : 1. Belli &zelliklere sahip sayilari ortak ozelliklerine gére sinif-
landirir.
2. Fibonacci sayi dizisinin 6runtu kuralini cebirsel olarak ifa-
de eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, Fibonacci sayi dizisinin oruntu kuralini kesfetmeye yonelik ¢calisma-
larin yapilmasi amaclanmaktadir. Ayrica, Fibonacci sayi dizisinin terimleri arasin-
daki oranin altin orani verdigi calismalara ve Fibonacci sayi dizisinin terimleri ara-
sindaki oranin sabit olmasina yonelik calismalara yer verilmesi hedeflenmektedir.

Baslarken...

Leonardo Fibonacci Italyada dogmus, babasinin isleri dolayisiyla Cezayirde bitytimiistiir. 1202'de yazdi-
g1 Liber Abbaci kitabinda Muhasebe okuluna devam ederken Hintlilerin dokuz sembol kullandiklar1 sanat
¢ok iyi 6grendigini ve bunun kendisini mutlu ettigini belirtmektedir. Bu kitapta kapsamli bir aritmetik metni
olusturarak Hint-Arap sembollerini Avrupaya tanitmistir. Hint-Arap sembollerinin abakiisiin yerini almasi
yiizyillar siirse de tamamen yaziya dayanan hesaplama sisteminin faydalar1 sonradan anlagilmstir.

Liber Abbaci kitabinda su sekilde bir problem yer almaktadir: “Etrafi ¢evrili bir giftlikte bir ¢ift yavru tav-
san vardir. Bu tavsanlar ay sonunda bir ¢ift yavru yapsin ve yeni yavrular da ikinci aydan itibaren yavru yap-
sinlar, bir y1l sonunda ciftlikte kag ¢ift tavsan olur?”

T & OB

B

N\

1,618

13\ 8)
)
N

1,000

W,
.\
R\
20
X

San
]
,I..

1,618

2

A+B_B _
D=2 =1618
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Tavsan Problemi

Yetigkin bir tavsan ciftinin her ay sonunda bir ¢ift tavsan yavruladiklarini ve bu yavru ciftin bir
ay sonunda yetigkin olduklarini kabul edelim, yavru olan bir gift tavsandan itibaren bir yilda olusacak
giftlerin sayisi kagtir?

am

o

Yukaridaki tabloda ilk 5 aya ait tavsan iftlerinin sayisi adim adim gosterilmigtir. Tablo
incelendiginde her ayin sonundaki tavsan cifti sayisi ondan onceki iki ayin sonundaki tavsan
giftlerinin toplamindan olustugu gézlenmektedir. O hélde, aylara gore tavsan ciftlerinin sayisi

lLay 2.ay 3.ay 4.ay 5.ay 6.ay 7ay 8ay 9ay 10.ay 1lay 12 ay

1 1 2 3 S 8 13 21 34 55 89 144

seklinde olacaktir.
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Kitaplarda tavsan problemi olarak gegen bu problem, halk arasinda kuzu-toklu-koyun problemi olarak
bilinmektedir. Yetiskin kuzu olan toklu, cogunlukla iki yasinda yavru vermektedir. Yavru disi bir kuzu ile bas-
lay1p her yavrulamada bir disi kuzunun dogdugunu ve 6liim olmadigini kabul edersek 12 y1l sonunda kag adet
hayvana sahip olunur?

Belli bir yildaki hayvan says1, 6nceki iki yildakilerin toplami1 olmak tizere 12. yilda 144 adet (bas) hayvan
olur. Bunlarin yillara gére kuzu, toklu, koyun sayis1 dagilimina gelince asagidaki gibi bir durum ortaya ¢ik-

maktadir.

o Gmsws TuSwe Goansws Tom
1 1 0 0] 1
2 0] 1 0] 1
3 1 (0] 1 2
4 1 1 1 3
5 2 1 2 5
6 3 2 3 8
7 5 3 5 13
8 8 5 8 21
9 13 8 13 34
10 21 13 21 55
N 34 21 34 89
12 55 34 55 144

Yillara gore toplam sayilar incelendiginde her yilin sonundaki toplam (kuzu-toklu-koyun) sayinin ondan
onceki iki yilin sonundaki sayilarin toplamindan olustugu gozlenmektedir.
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Kisa kenari 1 birim, uzun kenari 2
birim olan tuglalardan yuksekligi 2 birim
olan duvarlar yapilacaktir.

a. Sekilde 1, 2, 3 tugla varken olugan
desenler gosterilmigtir. 4 tugla
varken kag farkh desende duvar
yapllabilir?

b. n. admdaki desen sayisini veren
bir formdl elde edebilir miyiz?

Gozim:
a. Sol taraftan iki turlu baglayabiliriz.

Kisa kenari yerde duran tugla: Bu
durumda 3 farkl desende duvar
yapilabilir.

Uzun kenari yerde duran tugla: Bu .
durumda 2 farkli desende duvar

yapilabilir.

Toplamda: 2+3=5 desen olusur.

. n tugla igin sol tarafta kisa kenari yerde duran tugla ile baglarsak n-1 tugla ile elde edilecek
desen sayisina esit ¢lkacaktir. Sol tarafta uzun kenari yerde duran tugla ile baglanirsa n-2
tugla ile elde edilecek desen sayisina esit gikacaktir. Yani n. adimda olusacak desen sayisi,
kendinden onceki iki adimda olugan desen sayilarinin toplamina esit olacaktir.
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— AN

Fibonacci Dizisi: F =lve F=1 olmak tizere, F=F +F ,,n>2 ile tanimlanan say1 dizisine Fi-
bonacci dizisi denir. Bu dizinin elemanlarina da Fibonacci sayilari denir.

Fibonacci dizisinin genel terimi,

1(1445) (1=+5)
11

seklindedir. (F ;=0 kabul edilir.)

F F
Fibonacci dizisinin ilk 20 terimini ve bu terimler icin F” oranini veren bir tablo olugturunuz. F”

n-1 n-1

degerlerini gozlemleyiniz. Gikan sonuglarin sirekli olarak yaklagtigi bir sabit sayi var midir?

Fibonacci dizisinin bir terimi 6ncekine
_ bélindigiinde boluman "altin oran" denen ve
1 irrasyonel bir sayi olan
2 1435
15 2
1666667 sayisina yaklagtigi gorilmektedir.
16
1625
1615385
1619048
1617647
1618182
1617977
1.618056
1.618026
1.618037
1618033
1618034
1618034
1618034
1618034

—

=1.61803398...

2
3
4
5
6
7
8
9
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Metin tabanli programlama dili kullanarak ilk 50 Fibonacci sayisini ve yaklagik altin oran degerini
hesaplayalim.

ilksayr =1
ikincisayi = 1
fibonacci = [ilksays,ikincisayi]
for i in range(50):
ilksays,ikincisayi = ikincisayi,ilksayi + ikincisayi
fibonacci.append(ikincisayi)
altin_oran=fibonacci[-1)/fibonacci[-2]
print(fibonacci)
print(altin_oran)
Program ¢iktisi

(1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946,
17711, 28657, 46368, 75025, 121393, 196418, 317811, 514229, 832040, 1346269, 2178309,
3524578, 5702887, 9227465, 14930352, 24157817, 39088169, 63245986, 102334155,
165580141, 267914296, 433494437, 701408733, 1134903170, 1836311903, 2971215073,
4807526976, 7778742049, 12586269025, 20365011074, 32951280099]

1618033988749895
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Hesap makinesi ile vyaklagk altin oran
degerini hesaplayalim.

» Ekranailk olarak 1sayisini girdikten sonra
surekli olarak 1/x tuguna basip 1 ekleyin,
buldugunuz sonuglar icin bu durumu
tekrar edin.

Sekilde agagidan yukariya dogru ilk Ug
adim gosterilmigtir.

Belli bir adimdan sonra ik dort sayinin
degismedigini gorebilirsiniz.

1/(1,5) + 1
1,666666666666666666666
6666666667

1/(2)+1=

1,5

1/(1) +1=

2

Fibonacci dizisi ile ilgili ¢esitli 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-6)

ALTIN ORAN:
A C B
. . °
[AB] dogru pargasinin @ = @ esitligi saglanacak sekilde boliinmesine altin kesit denir.
|AC| |CB|
|AB| = |AC| + |CB| yazilirsa,
Act+icBl | 1AC_[cBl |l 1 _lAd
=1+ = + = A
|AC] IcB| " JAC| " [cB| T JACI [cB| TR
|CB|

|AB| |AC|
|AC| |CB| 2

Buradan,

82
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oranda bolelim.

* A merkezli, B noktasindan gecen g¢ember
Gizilir.

B merkezli, A noktasindan gegen cember
gizilir. i

A merkezli gember ile BA dogrusunun
kesisimi olan O noktasini merkez kabul *
eden B noktasindan gegen cember cizilir.

B merkezli ¢cemberin sirasiyla O merkezli
gemberle kesim noktasi N ve A merkezli cemberle
kesim noktasi M noktalarindan gecen NM dogrusu AB
dogru pargasini altin oranda keser.

—TAI0R

Altin Dikdortgen: Herhangi bir dikdortgenden bir kare ¢ikarildiginda geriye kalan kiigtik dikdort-
genin kenar uzunluklar: orani bastaki dikdoértgenin kenar uzunluklari orani ile ayni ise bu dikdortgene
Altin Dikdortgen denir.

D F C ABCD ve EBCF dikdortgen, AEFD kare olmak iizere,

|AB| _|BC|
[BC| |CF]|

ise ABCD altin dikdortgendir.
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s ANIM

Altin Uggen: Bir ikizkenar {icgenden kendine benzer bir {iggen kesilip alindiginda geriye ikizkenar
ticgen kaliyorsa bu iiggene “Altin Uggen” denir. Tepe agis1 36° veya 108° olan ikizkenar ii¢genler altin

tiggenlerdir.

« |AB| = |AC| > |BC | olmak tizere bir ABC ti¢geni
cizelim ve m(ABC) = 2o olsun.

o [AC] tuzerinden |AD| = |BD| = |BC| olmak tizere
bir D noktas: belirleyelim ve biiyiikk ABC {igge-
nine benzer olacak sekilde tiggen i¢inde bir DBC
ikizkenar {iggeni daha olusturalim.

o« m(BCD) = m(CDB) =20 ve m(DBC) = a olur.

e Buradan, 50 = 180°= o =36° bulunur.

Esit kenarlarin uzunlugu taban uzunlugundan blyik olan altin tiggen, dinamik matematik yazilimi
ile agagida verilen basamaklar uygulanarak cizilebilir.

Vs

o Bir AB dogru pargasi alalim.
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o |AB| = f olmak tizere giris alanina

f * (1 + V5)/2 degeri yazilirsa ce-
bir penceresinde bir a degeri olusur.
“Merkez ve yarigapla ¢cember” sege-
negini kullanarak A ve B merkezli a
yarigapli iki cember cizilir.

o Bu ¢emberlerin kesisim noktas: C ali-
narak elde edilen ABC tiggeni bir al-
tin tiggendir.

Araglar menisinden “Yeni arag olustur” segenegi ile “Cikis nesnesi” olarak ABC lggeni, “Girig
nesnesi” olarak A ve B noktalari segilerek tabani verilen altin Gggeni gizen bir arag olusturulur ve
iki nokta belirlenerek altin tggenler gizilebilir.

Taban uzunlugunun eg kenarlarin uzunluklarindan blyik olmasi durumunda ise girig alanina
2f*(1+sqrt(5)) yazilip yukaridaki adimlar tekrarlanir.

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

Fibonacci dizisine benzer baska dizilerin varlig1 arastirilabilir.
Kuzular 3 yasina geldiklerinde yavruluyor olsayd1 nasil bir say1 sistemi olusurdu?
Altin dikdortgen igine ¢izilen altin spiralin nasil ¢izildigi arastirilabilir.

Altin oranin dogadaki, sanattaki, miizikteki ve mimarideki 6rnekleri arastirilabilir.
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o Beethoven'in “Besinci Senfoni”sindeki altin oran arastirilabilir.

o Altin oranin gorsel sanatlardaki kullanimi (logo tasarimi vb.) arastirilabilir.
o Leonardo Da Vincinin ¢izimlerindeki altin oran arastirilabilir.

o Trigonometri ve altin oran iligkisi incelenebilir.

o Pergel ve cetvel ile altin oran ¢izim ¢aligmalar yapilabilir.

KAYNAKLAR

Aslaner, R., Bakan, S. (2020). Altin Uggen ve Diizgiin Besgen Uzerinde Olusan Altin U¢genlerin Bir Dinamik
Geometri Yazilimi ile Arastirilmasi, Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi Cilt 36, Say12 , 2020.

Oztiirk, F (1995). Kombinatorik (Sayma Problemleri). A.U.EF. Doner Sermaye Isletmesi Yayinlari.
Stewart, I. (2009). Matematigin Kisa Tarihi (6.Basim). Alfa Bilim Yayinlar.

TUBITAK (2003). [lkégretim Matematik Olimpiyatlar: 2.Asama Sorular1

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Derecelendirme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabi-
lirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

lLa. F+F+..+F =1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143 ve F, =144 olup

F +F, +..+F, =F, ~1bulunur

ljn = 1:n+2 - 1:n+1

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa F, + F, + ..+ F =F _ ~1 olur.
1
1
1+1=2
1+2=3
1+3+1=5
1+4+3=8

3.a. F+F +..+F,=1+2+5+8+13+34+89+233=377 ve F,,=377 olup

F +F, +..+F_ =F, bulunur.

F =Fm_%mz

2n-1

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa F, + F, + F, ...+ F, =F, olur.

1
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 5
4.a. F,+F +..+F =1 +1"+2+3 +5 +8 = 104'tiir. Ayrica F, =8 ve F =13 olup
F’+F!+..+F'=104=8-13=F_-F, bulunur.

2

b. 1=F1'F2=F1(F1—F0)=F1'F2—F1'FO
2
) = z'Fz:Fz(Fa_Fl):Fz'Fs_Fz'Fl
2
3 = 3'F3:Fs(F4_F2):F3'F4_F3'F2

2
Fn = Fn ’ Fn= Fn (Fn+1 - Fn—l) = Fn. Fn+1 - Fn ) Fn—l

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa Fl2 + F; + F: +.ot Fn2 =F - F_ olur

5.a.2,8,34,..
b. 3,21, 144, ...
C.5,55, ..

d. k degeri, m degerinin katidur.

6. a.

10 55
6 8
9 34
10 55
8 21
b. Fosin m = EBOB(F, F,)

7. 233
8. 233

9. 34
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Etkinlik Formu

1. F :Fibonacci dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak {izere,
a. F +F,+..+F =toplammin F, tiirlinden degeri nedir?

b. F,+F +..+F =F -1 oldugunu gosteriniz.

2. Pascal tiggenin terimlerinden Fibonacci dizisinin elemanlarini verecek sekilde bir oriintii belirleyiniz.

3. F :Fibonacci dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak {izere,
a. F +F, + F, +.. + F toplammin F,, tiiriinden degeri nedir?

b. F,+F,+F,+..+F, =F, oldugunu gosteriniz.

4. F :Fibonacci dizisinin genel terimi (7. terimi) olmak iizere,
a. F/+F+..+F toplammnin F, ve F, tiiriinden degeri nedir?

b. F+F + F32 toot Fﬂz =F -F  oldugunu gosteriniz.

5. F :Fibonacci dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak tizere,
a. 2’nin kat1 olan Fibonacci sayilarini bulunuz.
b. 3’tin kat1 olan Fibonacci sayilarini bulunuz.
c. 5’in kat1 olan Fibonacci sayilarini bulunuz.

d. Buldugunuz say1 6riintiilerini inceleyiniz. Eger F, degeri F degerinin bir katrysa k ve m arasinda

nasil bir iliski olacagini gozlemleyiniz.
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6. F_: Fibonacci dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,

a. Asagidaki tabloyu doldurunuz.

10
6
S

10
8

b. Yukaridaki tablodan yola ¢ikarak genel bir durum elde edilebilir mi?

7. Gokay, 12 basamakli bir merdiveni her seferinde 1 ya da 2
adim atarak kag¢ farkl sekilde ¢ikabilir?

8. {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11} kiimesinin, herhangi iki ardigik tam say1 icermeyen kag alt kiimesi vardir?
(2003 - TUBITAK Iikégretim Matematik Olimpiyat: 2. Asama)

9. Sekildeki gibi A noktasinda bulunan ari, sadece ok yonlerinde hareket edebilmektedir. 1 numaral
petege gitmek icin bir segenegi vardir. 2 numarali petek i¢in 12 ya da 2 olmak iizere iki segenegi
vardir. 3 numarali petek i¢in 123, 13, 23 olmak {izere 3 secenegi vardir. Acaba 8 numarali petek i¢in

kag farkli secenegi vardir?




CEBIR VE SAYILAR TEORISI

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : OZEL SAYILAR
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Oruntl ve Ozel Sayilar

KAZANIMLAR : 1. Ozel sayi 6runtUlerinin genel kuralini cebirsel olarak ifade
eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, Lucas Sayilari, Smith Sayisi, Palindromik Sayilar, MUkemmel Sayi,
Dost (Arkadas) Sayilar, Fermat Sayilari, Tau Sayilari gibi 6zel sayilar ile ilgili calis-
malar yapilarak 6grencilerin bu sayilari tanimalari amaclanmaktadir.

Baslarken...

Sayilarin  kullanilmaya baslanmasinin
yedi bin yillik ge¢mise sahip oldugu tarihi
kaynaklarda ge¢mektedir. Stimerler, Babill-
ler, Mayalar, Hintliler, Romalilar, Misirlilar,
Cinliler ve bircok medeniyet, sayilar ve sayi-
larla yapilan islemler konusunda katk: sag-
lamislardir. Sayilar teorisi (ya da aritmetik),
tam sayilar ve bunlarla ilgili islemleri ince-
lemektedir. Matematikte kendine has 6zel-
likleri olan ¢ok ¢esitli say: tipleri mevcuttur.
Bu sayilardan ilki ve matematikgilerin en ¢ok

ugrastig1 sayi, cemberin ¢evre uzunlugunun

¢ap uzunluguna bolimi olan pi sayisidir.

Asal sayilar genel formiiléi bulunamamis ve tizerine ¢ok fazla aragtirma yapilmig matematigin gizemli alanla-
rindan biridir. Sizin de akliniza gelen matematikte karsiniza ¢ikan 6zel sayilar var midir?
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Smith Sayisi

Ogrenciler Etkinlik Formu soru 1’e yonlendirilir ve diisiinmeleri istenir.

2X2X3

2+2+3=7

2+2=4 2x11 2+1+1=4
2+1+0=3 2x3x5x7 2+3+5+7=17
7+2+8=17 2X2x2X7x13 2+2+42+7+1+3=17

Istenen adimlar uygulandiginda, sayinin rakamlarinin toplamu ile say1 asal arpanlarinin garpimi seklinde
yazildiginda, bu yazilistaki tiim asal sayilarin rakamlarinin toplami bazi durumlarda esit olmaktadir.

— AN

I'den biiyiik asal olmayan (bilesik) bir sayinin rakamlarinin toplami, say1 asal ¢arpanlarinin ¢arpimi

seklinde yazildiginda, bu yazilistaki tiim asal sayilarin rakamlarinin toplamina esit oluyorsa bu tiir sayi-
lara Smith Sayilar1 denir. (Ornegin, 85 bir Smith sayisidir. Ciinkii: 85 =5x 17 olup 8 + 5=5 + 1 + 7dir.)

Smith sayisi ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 2).

Lucas Sayilari

1,3,4,7,11,...say1 dizisi i¢cin 6grenciler agagidaki sorular sorularak yonlendirilir.

« Budizinin (6riintiiniin) kuralin1 belirleyiniz.
o Bu dizinin kurali daha 6nce bildiginiz bir dizinin kuralina benziyor mu?

« Dizinin terimleri arasindaki oran1 Fibonacci dizisinde kullanilan bir yontemle (hesap makinesi, metin
tabanli yazilim ve tablolama programi vb.) hesaplayiniz.
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— AR

L=1velL, =3 olmak tizere, L=L +L ,n>2 ile tanimlanan sayi dizisine
Lucas dizisi denir. Bu dizini elemanlarina da Lucas sayilar1 denir.
1+J§)n+<l -E)n

2 2

Lucas dizisinin genel terimi, L, = (

seklindedir. (L, = 2 kabul edilir.)

Lucas sayilan ile ilgili cesitli orneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 3, 4).

Palindrom Sayilar
Ornek:

Nalan elinde bulunan 4 sesli harf ve 5 sessiz harfi kullanarak belirli kurallar 6l¢tisiinde 5 harfli kelimeler
yazacaktir. Bu kurallar su sekildedir.

« Kelimelerin soldan saga ve sagdan sola okunuslar1 ayn1 olmali.
o Her harfi istedigi kadar kullanabilir.
« Herhangi iki sesli harf ve herhangi iki sessiz harf yan yana olmamali.

Nalan bu sartlar altinda 5 harfli kag kelime yazabilir?
Coézium:
Istenen durumlar asagidaki gibi olabilir.

1. durum: Sesli harf ile baslayabilir.

SESLI SESSiz SESLI SESSiz SESLI

4 durum 5 durum 4 durum 1durum 1durum

1. durum icin toplam kelime sayisi: 4.5 . 4 = 80

2. durum: Sessiz harf ile baslayabilir.

SESSiz SESLI SESSiz SESLI SESSiz

5 durum 4 durum 5 durum Tdurum Tdurum

2. durum igin toplam kelime sayisi: 5.4 .5 =100

.~ Tophmkelmesayst80+i00=180
— AN

Polindrom Sayilar: Tersten okundugunda da ayni olan sayilara palindrom sayilar ya da palindromik

sayilar denir. (Ornegin 142241 sayis1 bir palindrom sayidir.)

Tersten okundugunda da ayni1 olan sézciiklere de palindrom sdzciik denir. (Ornegin KAZAK, MUM,
YATAY...)
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500den kiigiik palindrom sayilar, {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99, 101, 111, 121,
131, 141, 151, 161, 171, 181, 191, 202, 212, 222, 232, 242, 252, 262, 272, 282, 292, 303, 313, 323, 333, 343, 353,
363, 373, 383, 393, 404, 414, 424, 434, 444, 454, 464, 474, 484, 494} seklindedir.

Palindrom sayilari, tek sayida basamak igeren ve ¢ift sayida basamak igeren olmak tizere iki gruba ayira-
biliriz.

Ornegin dokuz basamakli palindrom sayilari, abcdedcba olacak sekilde ortadaki basamaktan sonrast, or-
tadaki basamaktan oncesinin tersten yazimidir.

Ornegin sekiz basamakli palindrom sayilar abcddcba olacak sekilde basamak sayisinin yarisindan sonraki
kisim, basamak sayisinin yarisindan 6nceki kismin tersten yazimidir.

Ornek:

Palindrom sayilar kiigiikten biiytige dogru yazildiginda 2235. siradaki palindrom say1 kagtir?

Coézim:
[lging bir yontemle herhangi bir palindrom sayinin sirasini bulmak miimkiindiir.

Eger say1 tek sayida basamak igeriyorsa sayinin ilk basamagina 1 ekleyip tam ortadaki basamaga kadar ya-
zar1z. Olusan say1 bize bastaki palindromik sayinin sirasini verecektir.

Ornegin sayimiz 434 olsun. Bu palindromik say1 (4 + 1)3 = 53. siradadir.

Ornegin sayimiz 1235321 olsun. Bu palindromik say1 (1+1)235 = 2235. siradadr.

Eger say1 ift sayida basamak igeriyorsa, sayinin ilk yarisinin bagina yeni bir basamak olarak 1 yazariz.
Ornegin sayimiz 22 olsun. Bu palindromik say1 12. siradadir.

Ornegin sayimiz 1991 olsun. Bu palindromik say1 119. siradadir.

O halde, 2235. siradaki palindrom say1 1235321 olacaktir.

Ornek:

Bir djjital saat ekraninin saati gosteren kisminda 1 ile 12 arasinda degerler gériilmektedir. Saat 12.59dan
sonra 1.00 olmaktadir. Acaba ekranda kag palindromik say1 goriilebilir?

Coézum:
1.01, 1.11, 1.21, 1.31, 1.41, 1.51,
2.02,2.12,2.22,2.32,2.42,2.52

9.09, 9.19, 9.29, 9.39, 9.49, 9.59,
10.01, 11.11, 12.21

[k dokuz saate 9 x 6 = 54 tane 10, 11 ve 12 saatleri i¢in 3 olmak iizere, toplam 57 palindromik say1 gorii-
lebilir.
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Palindrom sayilar ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 5-9).

Mikemmel Sayilar

Vedat Ogretmen, iizeri birimlere ayrilmis ¢ok miktarda esit uzunlukta ipi sinifta 6grencilere dagitmstir.

Ogrencilerden agagidaki kurallara gore ipleri kesmesini istemistir.

o Ipler, birimlerin oldugu ¢izgilerden kesilecektir.
o Her parga esit uzunlukta olacaktir.
o Her 6grenci kestigi pargalardan birini 6gretmene verecektir.

Ogretmen, 6grencilerden topladigi farkli uzunluktaki pargalar: birlestirerek ilk dagittigi iple ayni uzunluk-
ta bir ip elde etmistir. Sizce ipin uzunlugu kag birim olursa bu sartlar saglanir? Sinif mevcudunun buldugunuz

ip uzunluguyla bir iligkisi var midir?

Ahmet parmak kaldirarak ipin alt1 birimden olusmasi gerektigini ve asagidaki desenle ¢6zdiigiinii soyle-
migtir.

6x1=6
2x3=6
3x2=6
1+2 +3=6

— AR

Kendisi hari¢ tiim pozitif bolenleri toplami, kendisine esit olan sayilara mitkemmel sayilar denir.
(Ornegin, 6 mitkemmel sayidir. Ciinkii 6'nin kendisi hari¢ pozitif bolenleri, 1, 2, 3 olup 1 + 2 + 3 = 6’dur).

Mikemmel sayilar ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 10).
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Teorem:

Eger p ve 2P — 1 asal ise, 2P - (2F — 1) garpimi mitkemmel sayidir.

ispat:

p ve 2P — 1 asal olsun. A = 2P~'. (2P — 1) diyelim. A sayisinin kendisi harig pozitif bolenlerinin toplamini
bulalim. Bunun igin tiim bélenlerinin toplamindan kendisini ¢ikarmaliy1z.
oP- 1+1 1
A(1+2P-1)=2.0F-1)
2-1
olur. Bu toplamdan A sayisinin kendisi ¢ikarilirsa,

A sayisinin tiim pozitif bolenlerinin toplamu: (

A sayisinin kendisi harig tiim pozitif bolenlerinin toplamu:
20 (20-1) - 20 (20— 1) =2.201 (2P 1) - (2P - 1)

=2 1. (20— 1)

=A

bulunur. O halde, 2P ! - (2P - 1) ¢arpimi yani A = 2°P"' - (2F - 1) sayis1 mitkemmel sayidur.

Ornek:

Her miikemmel sayinin birler basamag1 6 ya da 8dir. Gosteriniz.

cozum:
p ve 2P — 1 asal olsun. A = 2" - (2° - 1) say1sinin mitkemmel say1 oldugunu bulmustuk.
p=2ise A=2%"'.(22-1)=2-3 =6 olup birler basamagi 6dir.
p > 2 ise, her asal sayinin 4k + 1 ya da 4k + 3 formunda oldugunu biliyoruz.
p =4k + 1 olsun.
A= 2fent, (k1 1) = 9k (81 1)
=165 (2-165-1) = 65 (2- 65 - 1) (mod 10)
=6-(2-6-1)(mod 10)
= 6 (mod 10)
olup birler basamag: 6dur.
p = 4k + 3 olsun.
A =283 (243 _ ) = 2%+2. (2%+3 ~ 1) (mod 10)
=6.4.(8.6-1) (mod 10)
= 8 (mod 10)
olup birler basamag 8dir.

O halde, her mitkemmel sayinin birler basamagi 6 ya da 8dir.
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Ornek:

6 disindaki her mitkemmel sayinin 9 ile béliimiinden kalan 14dir.

Coézum:
p ve 2P — 1 asal olsun. A = 27" - (2P - 1) sayisinin mitkemmel say1 oldugunu bulmustuk.
p > 3 ise, her asal sayinin 6k + 1 ya da 6k + 5 formunda oldugunu biliyoruz.
p = 6k +1 olsun.
A =26k kel 1) = ek, (g6 _ )
=645 (2-64~1)=1%- (2.1 1) (mod 9)
=1-(2-1-1) (mod9)
=1 (mod?9)
olup 9 ile boliimiinden kalan 1dir.
p = 6k + 5 olsun.
A = 26kl (265 1) = ekt (65 _ 1)
=16-64(32-64—1)=7.1%.(5- 1= 1) (mod 9)
=7-1-(5-1-1) (mod?9)
=1 (mod?9)
olup 9 ile boliimiinden kalan 1dir.

O halde, 6 disindaki her mitkemmel sayinin 9 ile béliimiinden kalan 1dir.

Ornek:

Miikemmel sayilar ile 2’lik tabanlar arasindaki iliski 6grencilere sorgulatilir.
6= (110),
28 = (11100),

496 = (111110000),

Bu sekilde devam edildiginde,

a. Bir sonraki mitkemmel say1y1 bulunuz.

b. Miikemmel sayilarin 2’lik taban ile ilgili yazilislar: arasinda bir iligki belirleyiniz.
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cozum:
a. Bir sonraki mitkemmel say1: 8128 = (1111111000000),

b. nve2" -1 asal olmak lizere, N = (111....11000...00), sayist mitkemmel sayidur.

N—_— — — ——
ntane n-1tane

Arkadas Sayilar

Birbirleri ile arkadas olan Gokay ve Kutay asagida kurallar:
verilen bir oyun oynamaktadirlar.

»  Gokay bir say1 soylemekte ve bu sayinin kendisi harig pozitif
boélenlerinin toplamini tahtaya yazmaktadir. Gokay’in soy-
ledigi say1 G ve bu sayinin kendisi harig pozitif bolenlerinin
toplam1 G' olsun.

« Kutay bir say1 séylemekte ve bu sayinin kendisi hari¢ pozitif
bolenlerinin toplamini tahtaya yazmaktadir.Kutay'in soyle-
digi say1 K ve bu sayinin kendisi hari¢ pozitif bolenlerinin
toplami1 K' olsun.

« G > K'ise oyunu Gokay kazanacaktr.

« K> G'ise oyunu Kutay kazanacaktur.

Buna gore, Gokay 220 sayisini sdylediginde ve oyun berabere bittigine gore, Kutay'in sdylemis oldugu say1
kactir?

— TADINA

Iki say1 birbirinin kendisi harig tiim pozitif bolenleri toplamina esit oluyorsa bu sayilara arkadas sayilar

denir. (Ornegin 220 ile 284 arkadas sayilardir.)

Arkadas sayilar ile ilgili cesitli drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 11).

Tau Sayilari

— TANINA

Pozitif bolenlerinin sayisina tam béliinebilen bir dogal sayiya Tau Sayisi denir. (Ornegin 12 bir Tau

saysidir. Clinkii 12 sayisinin pozitif bolenleri, 1, 2, 3, 4, 6, 12 olup 6 ile tam béliiniir.)

Tau sayilan ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 12).
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Ornek:

Herhangi bir tek Tau sayis1 tamkaredir.

Coézum:
A sayisi tek Tau sayis1 olsun. Py Py - Py farkli asal sayilar ve A a, .. a, pozitif dogal sayilar olmak iizere,
A=pH.p..p*
12
seklinde asal ¢arpanlarina ayrilabiliyor olsun. A sayisinin pozitif bolenlerinin sayzst,
(a,+ D(a, + 1) .. (a_+ 1)dir.

A Tau sayis1 oldugundan, (a,+ 1)(a, + 1) ... (a_+ 1) sayis1 Anin bir bolenidir. Ayrica A tek olup, (a + 1)(a,

+ 1) ... (a + 1) sayis1 da tek olmalidir. Bu durumda, a +a,+1,..a +1 sayilarinin her biri tek olup a,a, ..

a2

a_sayilarinin her biri ¢ift olmalidir. Bu durumda ise A= p *' . p,* ...p * sayisi tamkaredir.

Ornek:
A herhangi bir tek Tau sayis1 ise 2A Tau sayisidir.

cozum:
A sayist tek Tau sayisi olsun. p, p,, ..., p, farkliasal sayilar ve a , a , ..., a, pozitif dogal sayilar olmak iizere,

A=p.p*.. p*(Anm hicbir asal garpani 2 degildir.) seklinde asal ¢arpanlarina ayrilabiliyor olsun. Bu
durumda 2A =2 - p2' - p2* ... p¥* seklindedir.

A sayisinin pozitif bolenlerinin sayisi: (a, + 1) (a, + 1) ... (a, + 1) olacaktur.
A tau sayist oldugundan, (a, + 1)(a, + 1)...(a,+1) say1s1 A'nin bir bélenidir.

O hilde, 2(a, + 1)(a, + 1) ...(a, + 1) say1s1 da 2A’nin bir bolenidir. Bu duruda 2A bir Tau sayisidir.

EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorular1

o Friedman sayilari, Fermat sayilari, Strobogramatik sayilar, Narsistik sayilar, Catalan sayilari, Bell sayilari,

Stirling sayilar1 gibi 6zel say1 dizileri arastirilabilir.
o Her pozitif tam sayinin ii¢ palindrom sayinin toplami olarak yazilabilecegi ile ilgili arastirma yapilabilir.

« F_:Fibonacci dizisinin genel terimi (n. terimi) ve L_: Lucas dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak tize-

re, agagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

FZn = Fn ’ Ln
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L=F +F ,(n>1)

L=F -F  (n>2)

n n+2

5F =L -L_
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1.

12.

13.

Coziim ders etkinliginde yapilmigtir.

4

CEBIR VE SAYILAR TEORISI

a.L1+L2+...+L10=1+3+4+7+11+18+29+47+76+123=319veL12=322

olup, L, +L,+..+L, =L, - 3bulunur.

b.L =L -L,

L=L_-L

2 n+1

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa, L + L, +...+ L =L__ -3 olur.

2

a. L +L+..+L,=1+4+11+29+76+199=320veF =322 olup,

L +L +..+L,=L,-2bulunur.

b.L =L -L

™ Lo
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa, L + L, + L
900
648
110
12.02.2021

16

2
2924

3

5 e
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Etkinlik Formu

Asagidaki tabloda verilen sayilar ile ilgili asagidaki adimlar uygulanacaktir.
1. Adim: Her sayinin rakamlar1 toplaminiilgili stituna yaziniz.
2. Adim: Her sayinin asal ¢arpanlarinin ¢arpimi seklinde yazilmasini ilgili siituna yaziniz.

3. Adim: Her sayinin tiim asal ¢arpanlarinin rakamlar: toplamini ilgili siituna yaziniz.

Sayinin Asal
Carpanlarinin Carpimi
Seklinde Yazilmasi

Sayinin Rakamlari
Toplami

Tuam Asal Carpanlarin
Rakamlarinin Toplami

12

22

210

728

Verilen saymin rakamlar1 toplamini ve tiim asal ¢arpanlarinin rakamlarinin toplamini karsilastiri-

niz ve aralarindaki iliskiyi inceleyiniz.

. 1den biiyiik asal olmayan (bilesik) bir sayinin rakamlarinin toplamy, say1 asal ¢arpanlarinin garpimi
seklinde yazildiginda, bu yazilistaki tiim asal sayilarin rakamlarinin toplamina esit oluyorsa bu tiir
sayilara Smith Sayilar1 denir. Buna gore, 121, 150, 166, 202, 265, 300 sayilarindan kag tanesi Smith

say1sidir.

. L, :Lucas dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,
a.L +L, +..+L toplaminin L, tiirtinden degeri nedir?

b.L +L +..+L =L _ -3 oldugunu gosteriniz.

2

. L _: Lucas dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,
a.L +L +..+L, +..+L toplaminin L, tiriinden degeri nedir?

b.L1+L2+L5+...+L

... =L, — 2 oldugunu gésteriniz.
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. Bes basamakli kag tane palindrom say1 vardir?

. Alt1 basamakli ve ilk {i¢ basamaginin rakamlari farkli olan kag tane palindrom say1 vardir?

. En son yaganan palindromik y1l ile bir sonra yasanacak palindromik yil arasinda kag yil fark vardir?

. I¢inde bulunulan giiniin tarihi; giin, ay, y1l olarak yazildiginda, (23.04.2021 gibi) yasanmis son pa-

lindromik tarih nedir?

Bir dijital saat ekraninin saati gosteren kismi 00 ile 23 arasinda, dakikay1 gosteren kismui ise 00 ile 59
arasinda degerler almaktadir. (Ornegin, 19.03) Ekranda olusan olusan dort haneli sayiy1 diisiindii-

glimiizde, kag farkli palindromik say1 goriilebilir.

. Bir dijital saat ekraninin saati gosteren kisminda 0 ile 23 arasinda degerler goriilmektedir. (5:23,17:36

gibi). Ekranda kag palindromik say1 goriilebilir.

Kendisi hari¢ tiim pozitif bolenleri toplami, kendisine esit olan sayilara mitkemmel sayilar denir.

Buna gore, 28, 120, 248, 496 sayilarindan kag tanesi mitkemmel sayidir?

. 2620 ile arkadas olan say1y1 bulunuz.

. Pozitif bolenlerinin sayisina tam béliinebilen bir dogal sayrya Tau Sayisi denir.

Buna gore, 96, 100, 104, 108, 120 sayilarindan kag tanesi Tau sayisidir.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKIiNLiK ADI : COKGENSEL SAYILAR
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Orintu ve Ozel Sayilar
KAZANIMLAR : 1. Sekil éruntuleriyle sayi érantulerini iliskilendirir.

2. Ozel sayi 6runtdlerinin genel kuralini cebirsel olarak ifade
eder.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte; U¢cgensel sayilar, dortgensel (karesel) sayilar, besgensel sayilar gibi
say! dizilerinin genel terimlerinin bulunmasi amaclanmaktadir. Ayrica, u¢cgensel
sayllarin ézelliklerine yénelik ispat calismalarinin yapilmasi hedeflenmektedir.

Baslarken...

Ucgensel sayilar ile ilgili formiil inlii matematikgi Carl F. Gauss
tarafindan ¢ocukluk yillarinda bulunmustur. Formiiliin bulunusu ile
ilgili meshur hikidyede Gauss'un ilkokul 6gretmeni J. G. Biittner 6g-
rencilerin oyalanmasi i¢in 1'den 100’ kadar olan sayilarin toplamini
sormustur. Gauss, birkag saniye i¢inde 6gretmenini ve 6gretmeninin
asistan1 Martin Bertels’i hayrete diistirerek 5050 cevabini bulmustur.
Peki, sizce Gauss bunu nasil yapmigtir?

Carl Friedrich Gauss

A

Cokgensel Sayilar: Bir cokgenin kdselerini referans alip 1’den baglayarak her adimda ¢okgenin kenar-
larmin 1 fazla sayiyla boliinmesi sonucunda elde edilen noktalarin toplaminin olusturdugu say1 dizisine
cokgensel sayilar denir.
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Verilen gekil oriintustine gore, 6grenciler agagidaki sorularla yonlendirilir:

1.adim 2.adim 3.adim

a. Verilen gekil érintustne gore 10. adimdaki daire sayisi kagtir?

b. Verilen gekil érintustine gore 20. adimdaki daire sayisi kagtir?
c. Verilen gekil érintustine gore n. adimdaki daire sayisini veren bir baginti bulabilir misiniz?

d. Verilen oriintiyle bilardo ticgeni icindeki toplarin ve bowling lobutlarin dizilisi ve sayisi
arasinda bir iligki kurabildiniz mi?

e. Verilen gekil orintiisiniin terimlerinden olugan diziye tggensel sayi dizisi denebilir mi?
Buldugunuz baginti tiggensel sayi dizisinin genel terimi olabilir mi?

e TIANIIM

Uggensel Sayi Dizisi: 1°den baglanarak n’ye kadar olan ardisik dogal sayilarin toplami olarak yazilan
sayilara iicgensel sayilar denir. Bu sayilarin olusturdugu diziye liggensel say1 dizisi denir.
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n(n+1)

Ucgensel say1 dizisinin genel teriminin, {J = oldugunu gosterelim:

. VAN

1.adim:1 2.adim: 3 3.adim: 6 4. adim: 10

Sekilde tiggensel sayilarin ilk dort elemani gosterilmistir. Uggensel sayilar dizisinin genel terimi U, ile

gosterilirse
U=1
U,=1+2
U,=1+2+3

U=1+2+3+..+n

n

seklinde olacagindan, tiggensel say1 dizisinin genel terimi

U = n(nz—+1) seklindedir.

n

Ucgensel Sayilarin Genel Terimini Veren Gorsel Ispat:

n.n
2

n (n+1)

1+2+3+..n= g n
2 2 2

Ucgensel say1 dizisi ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-3)
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Verilen gekil orintustine gore, 6grenciler agagidaki sorularla yonlendirilir:

.U

1.adim 2.adim 3.adim

. Verilen gekil éruntusune gore 12. admdaki daire sayisi kagtir?
. Verilen gekil orintustine gore 24. adimdaki daire sayisi kagtir?
. Verilen gekil 6rintisine gore n. adimdaki daire sayisini veren bir baginti bulabilir misiniz?

. Verilen gekil 6riintusiniin terimlerinden olusan diziye dortgensel (karesel) sayi dizisi
denilebilir mi? Buldugunuz baginti dértgensel (karesel) sayi dizisinin genel terimi olabilir mi?

— A0

Dértgensel Sayilar (Kare Sayilar): Bir tam sayinin karesi seklinde yazilabilen sayilara kare sayilar de-
nir. Kare sayilarin olusturdugu diziye kare say1 dizisi denir.

Dértgensel (karesel) say1 dizisinin genel teriminin, D = n” oldugunu gosterelim:

N [T ]]

1.adim: 1 2.adim: 4 3.adim: 9 4.adim: 16
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Sekilde dortgensel (karesel) sayilarin ilk dort elemani gosterilmistir. Dortgensel (karesel) sayilar dizisinin
genel terimi D ile gosterilirse

D, =1
D2=1+3
D,=1+3+5

Dn=1+3+5+...+2n—1

seklinde olacagindan, dortgensel say1 dizisinin genel terimi

D =n?

n

seklindedir.

Ucgensel ve dértgensel (karesel) say dizileri ile ilgili cesitli 6rneklere yer verilir. (Etkinlik For-
mu Soru 3-4)

Verilen gekil 6rintustine gore, 6grenciler agagidaki sorularla yonlendirilir.

e fy Gy

1.adim: 1 2.adim:5 3.adim: 12 4. adim: 22

. Verilen gekil éruntusune gore 5. adimdaki daire sayisi kagtir?
. Verilen gekil érintustine gore 10. adimdaki daire sayisi kagtir?
. Verilen sekil 6runtisine gore n. adimdaki daire sayisini veren bir baginti bulabilir misiniz?

. Verilen gekil éruntusunun terimlerinden olugan diziye beggensel sayi dizisi denebilir mi?
Buldugunuz baginti besgensel sayi dizisinin genel terimi olabilir mi?
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—TADIA

Besgensel Sayilar: 1'den n’ye kadar 3n-2 seklindeki dogal sayilarin toplami seklinde yazilan sayilara
besgensel sayilar denir. Bu sayilarla olusturulmus diziye ise besgensel say1 dizisi denir.

n(3n-1
Besgensel say1 dizisinin genel teriminin B, = % oldugunu gosterelim:

4 )

(]
T.adim:1 2.adim:5 3.adim: 12 4. adim: 22

N J

Sekilde besgensel sayilarin ilk dort elemani gosterilmistir. Besgensel sayilar dizisinin genel terimi B ile

gosterilirse
B =1
B, =1+4
B,=1+4+7

Bn=1+4+7+...+3n—2

seklinde olacaktir. Bu say1 dizisinin genel terimini bulalim.

Terim Sayis1 = = =R =)

3n—22—1 = 3n-3 1= 3(n-1)

Terimlerin Toplam1 = n(3" —22 +1y_ n(3n2_ 1

olacagindan, besgensel sayilarin genel terimi g _ n(3n=1)
" 2

seklindedir.
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Verilen gekil orintustine gore, 6grenciler agagidaki sorularla yonlendirilir.

R AR AN

1.adim: 1 2.adim: 6 3.adim: 15 4. adim: 28

. Verilen sekil 6runtisine gore 5. adimdaki daire sayisi kagtir?

b. Verilen gekil érintusine gore 10. adimdaki daire sayisi kactir?

. Verilen sekil 6runtisiine gore n. adimdaki daire sayisini veren bir baginti bulabilir misiniz?

d. Verilen gekil oruntusiinin terimlerinden olusan diziye altigensel sayi dizisi denebilir mi?
Buldugunuz baginti altigensel sayi dizisinin genel terimi olabilir mi?

—UAM0G

Altigensel Sayilar: 1'den n’ye kadar 4n-3 seklindeki dogal sayilarin toplami seklinde yazilan sayilara
altigensel sayilar denir. Bu sayilarla olusturulmus diziye ise altigensel say1 dizisi denir.

o &Y

1.adim: 1 2.adim: 6 3.adim: 15 4. adim: 28

Sekil de altigensel sayilarin ilk dort elemani gosterilmistir. Altigensel sayilar dizisinin genel terimi A _ile
gosterilirse
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A =1
A2=1+5
A3=1+5+9

An=1+5+9+...+4n—3

seklinde olacaktir. §imdi bu say1 dizisinin genel terimini bulalim.

_dn—d g dnol) g, 141-4

4 4

1

Terim Sayis1 = an _43 -1y

Terimlerin Toplami = n(4” _23 + 1) - n(4n2— 2)

olacagindan, altigensel sayilarin genel terimi

A = n(4n —2)
" 2

seklindedir.

Ucgensel ve altigensel sayi dizilerinin iliskisini gésteren cesitli drneklere yer verilir. (Etkinlik
Formu Soru 5)

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

« Diger ¢okgensel sayilarin genel terimlerini bulma ¢alismasi yapilabilir.

« Tiim ¢okgensel sayilarin genel terimlerini veren bir bagint1 bulma iizerine ¢aligmalar yapilabilir.
« Cokgensel sayilar i¢ boyutlu uzayda olusturulabilir mi?

« Cokgensel sayilarin genel terimlerini veren ifadelerin tiimevarim yontemi ile ispatlar1 yapilabilir.

KAYNAKLAR

Biiyiikokutan, A., Celik, S., Kemanci, B., Kemanc, Z., (2018) Ortadgretim Fen Lisesi Matematik 12 Ders Kitabu.
Milli Egitim Bakanlig1 Yayinlari.

Karaatli, O. (2010). Uggensel Sayilar, Yiiksek Lisans Tezi, Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii.
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Etkinlik Formu Cevaplari

b. n?

2. n+U_=U,

3. a. 210
b. U,

4. a.9U +1=
a. U, 5

2

2

b. (7 ) -

(n+1)

9 n(n+1) +1=9n2+9n+2 =(3n+1)(3n+2)= -
2

(U, =

_(n+1)(n+2) _|n
B 2 2

n+l

|

3n+1

2

2 2

[+ m+2 _n(n+1):| ‘ |:(n+1)(n+2) NACES)

2 2

2

B (n+1)(n+2—n):| . |:(n+1)(

2 2

= (n+1)

8n*+8n+2
2

nn+1)
8 - +

8U +1= 1=

_n(dn-2) _ (2n-1)2n) _
n_ 2 - 2 - [];n—l

. A

__(n+1)-2:| ' |:(n+1)(2n+2)

n+2+n)
2

|

=4’ +4n+1=02n+1)>=D

2n+1

. n. satirda bulunan ilk sayinin n. altigensel say1 olduguna dikkat ediniz.

. 7-Gensel Sayilar
. 8-Gensel Sayilar
10. a. 84
b. 2n(n+1)
1. a.57
b, 2(30+1)
2
12. a. 41

b. 1+2.(n-1).n

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Kontrol Listesi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu

Ucgensel Sayilar

Doértgensel

(Karesel) Sayilar

Besgensel Sayilar j

Altigensel Sayilar

)

1. U : Uggensel say1 dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,
a. U, + U, toplaminin degeri kagtir?

b. U, + U, toplammin degeri nedir? Bu toplam kisaca nasil ifade edilebilir?




MATEMATIK

2. Asagidaki gorseli ifade eden genel bagintiy1 yaziniz.

.a&@%s@z

2+0 =0, 3+0,=0, 4+0,=0, 5+0,=0,

3. U Uggensel say1 dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,

a. U, +3U, toplammin degeri kagtir?

b. U, +3U, toplaminin degeri nedir? Bu toplam kisaca nasil ifade edilebilir?

Asagidaki sekil bu ifadenin gorsel ispati olabilir mi?
o
o0
@ 000
o0 0000
o 000 00000
o0 0000 000000
® 000 Q@O0000® 0000000
o0 0000 000000 000 C 0000
000 00000 000 000 000000000
0000 000000 00000000 0000000000

4. U : Uggensel say1 dizisinin genel terimi (n. terimi) olmak iizere,

a. U +1=U

3n+l

b. (U, )?*- (U )*=(n+ 1)’ oldugunu gosteriniz.

n+l

5. Uggensel say1 dizisinin genel terimi (n. terimi) U, ve dértgensel (karesel) say1 dizisinin genel teri-
mi (n. terimi) D, olmak tizere, 8U +1=D,  oldugunu gosteriniz.

6. Her altigensel sayinin bir tiggensel say1 oldugunu gosteriniz.

7. Asagidaki esitliklerden yola ¢ikarak altigensel sayilar hakkinda bir genelleme yapilabilir mi?
12=12
6> +7°=9+22
15 + 167 + 17> = 19 + 20* + 3?
28°+29°+30°+31°=33+ 34+ 34 + 4
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8. Birler basamag1 7 olan bir say1 i¢in tablodaki adimlar uygulanirsa ¢ikan son sayilar hakkinda ne soy-
leyebilirsiniz?

9. En biiyligii 3’tin kat1 olan ardisik ii¢ sayinin ¢arpimlarinin toplamlarina orani hangi ¢okgensel say1-
larla iliskilendirilebilir.

1x2x3/(1+2+3)=1

4x5%x6/(4+5+6)=8

7x8x9/(7+8+9)=21
10x11x12/(10+11 +12) =40

10. Sekilde karelerden olugmus bir 6riintiiniin ilk ti¢ adimi verilmistir.

2

a. Altinci adimda kag tane kibrit ¢opii vardir.

b. n. adimda kag tane kibrit ¢opii kullanildigin1 veren bir genelleme yapabilir misiniz?
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1. Sekildeki oyun kartlar1 esit uzunluktaki ¢izgilerden olusmus olup oriintiiniin ilk ti¢ adimi verilmis-

WA AR

1.adim 2.adim 3.adim

tir.

a. Altinci adimda esit uzunluktaki gizgilerden kag tane vardir?

b. n. adim igin esit uzunluktaki ¢izgi sayisini veren bir genelleme yapabilir misiniz?

12. Sekilde dairelerden olusmus bir driintiiniin ilk dért adimi verilmistir.

1

a. Besinci adimda kag tane daire vardir?

b. n. adimdaki daire sayisini veren bagintiy1 bulunuz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : USLU SAYILAR
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/UslU ve KoklU Sayilar
KAZANIMLAR : 1. UslU ifadelerle ilgili temel kurallari ispatlar.

2. Farkl disiplinlerde kullanilan ¢cok buyuk ve ¢cok kuguk sa-
yilari bilimsel gésterimle ifade ederek karsilastirir.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Ogrencilerin; tam sayilarin, tam sayi kuvvetlerini hesaplamasi ve UslU ifadelerle
ilgili temel kurallari uygulamasi ve birbirine denk ifadeler olusturmasi amaclan-
maktadir. Verilen bir saylyinin 10'un tam kuvvetlerini kullanarak yazilmasi hedef-
lenmektedir. a, 1 veya T'den buyuk 10'dan kuguUk bir sayl ve n bir tam sayl olmak
Uzere a x 10" gdsteriminin “bilimsel gosterim” olarak ele alinmasina yonelik calis-
malara yer verilir.

Baslarken...

“Bir bahgede 3 agag, her agacin 3 dali, her dalda 3 kus, her kusun 3 yuvas: olduguna gore bu bahgede kag kus
yuvast vardir?” Bu sorunun cevabini 3x3x3x3=81 olarak hesaplayabiliriz. Peki “Bir izci kampina 7 iilkeden,
her iilkenin 7 tane sehrinden, her sehirden 7 tane 6grenci gelmistir. Her 0grencinin 7 tane ¢antasi, her ¢antada 7
tane kitap, her kitapta 7 sayfa, her sayfada 7 resim, her re-
simde 7 seker bulunmaktadir. Bu kampta kag seker resmi
vardir?” diye soruldugunda 7 x 7 x 7 x 7 x 7 x 7 x 7 x 7
= 7% seklinde gostermeyi tercih ederiz. Sayilarin sonsuz
oldugunu biliyoruz. Peki isimlendirilmis en biiyiik say:
kagtir? Bir googol = 10" sayisini ifade etmektedir. Bir
googolpleks = 1 010" sayisini ifade etmektedir. Bir Goo-
golpleks sayis1 o kadar ¢ok yer kaplar ki en kii¢tik yazry-

la bile yazilsa diinyada bu say1y1 yazmaya yetecek kadar

kagit yoktur. Arama motoru Google'n isminin de goo- Karbon atomu
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gol sayisindan geldigi bilinmektedir. Astronomi, tip, NEPTON
mithendislik gibi alanlarda ¢ok biiyiik ve ¢ok kiigitk e ; e
sayilarin yaziminda {sli sayilar: kullaniriz. Bir kar- P S

bon atomunun biiyiikligii ya da Giines Sisteminin

biytikligii yaklasik olarak ka¢ metredir? ' -

PLUTON

“Bir kiiltiirdeki bakteri sayisi her 1 saatlik siire sonucunda iki katina ¢itkmaktadir. Baslangigta 2 tane bakteri-
nin bulundugu bu kiiltiirde 3 saatin sonunda kag bakteri olur?” sorusu 6grencilere yonlendirilir. Baglangicta 2
bakteri vardir. 1 saat sonra 2 -2 = 2% 2 saatsonra2-2*=2-2-2=2%3saatsonra2-2’=2-2-2-2=2*olur.

/AN

n tane
ﬁ
a € Rve n € Z* olmak iizere n tane a sayisinin ¢arpimia-a-a-...-a = a" ile gosterilir. a” ifadesinde n

iis ya da kuvvet a ise tabandir. a” ifadesi “@nin n. kuvveti” veya “a iissii n” diye okunur.

Carpimlan Usli olarak ifade etme ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 1).

“I’in onuncu kuvveti kag¢tir? 1'in on milyonuncu kuvveti kagtir?” gibi sorularla 1’in tiim kuvvetlerinin 1
oldugu fark ettirilir.

“2" kagtir? 1,000,000 kagtir?” gibi sorularla tiim sayilarin birinci kuvveti kendisi oldugu fark ettirilir.

/AN

a, n € R olmak tizere; 1" =1 ve a’ = a'dir.

m Asagidaki tabloyu doldurarak negatif sayilarin isleri ve ifadenin de-
geri arasinda bir iliski bulunuz.

ifade Us Carpim Seklinde ifadesi Degeri
(-2)? 2 (-2) - (-2) 4
(-2)* 3 (-2) - (-2) - (-2) -8
(-2)* 4 (-2) - (-2) - (-2) - (-2) 16
(-2)° 5 (-2)-(-2)- (-2)- (-2) - (-2) -32
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-2 ve (-2)* birbirine esit midir?” sorusu ile negatif sayilarin kuvvetleri ile ilgili farklara dikkat ¢ekilir ve
negatif sayilarin gift kuvvetleri ile ilgili genellemeye ulagilmast istenir.

TR

a € R* ve n gift say1 olmak tizere; (-a)" = a” dir. Negatif sayilarin ¢ift kuvvetleri pozitiftir.

Uslii sayilarla ilgili cesitli 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 3).

Uslii Sayilarda Toplama ve Cikartma islemi

AN

Hem taban1 hem de iissii ayn1 olan iislii sayilar, ortak paranteze alinarak toplanabilir veya ¢ikartilabilir.

a, b, ¢, x € Rvem € Z* olmak lizere;

a-x"+b-x"-c-x"=(a+b-c) x"olur.

Ornek: 210 +2°-28=22-28 4 2128 - 28 = (22 4+ 21 - 29) - 28 = 5 28 olarak bulunur.

Usli Sayilarda Carpma islemi

Fonksiyonel bir hesap makinasi kullanarak tislii sayilar hesaplanabilir. Ornegin
58 sayisi hesaplanirken 5%8 tuslarina basilarak islemler yapilir. Cesitli Uslu
ifadelerin hesaplandigi 6rneklere yer verilir.

a. Daha sonra hesap makinasindaki " tusu bozulur. 5® sayisinin 8 adet 5'in
carpllmasindan daha kisa bir yontemle hesaplanabilir mi diye tartigiir.
Ogrencilerin x? tusunu fark ederek 52 - 52 - 52 - 52iglemini yaptiginda 52 elde
edilebilecegi kesfettirilir.

O halde 52 - 52 - 52 - 52 = 58 oldugu goriiliir. Ornekler cesitlendirilerek slii
sayilarda gcarpma igleminin genel kurali elde edilir.
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Tabanlar1 ayni olan slii ifadelerde ¢arpma islemi yapilirken taban aynen yazilir, iisler toplanip

tabanin ussti olarak yazilir. a € R ve n, m € Z* olmak tizere a” - a™ = a™*"dir.

b. Ogrencilere 4 adet 52ni garpmaktan daha kisa bir yol olup olmayacagi sorulur. Ogrencilerin
(52 - 52) = (52)* =5* oldugunu kesfetmeleri istenir.

Dolayisiyla 5% - 52 - 52 - 52 = (52)? - (5%)* = ((5%)%)* = 58 oldugundan daha kisa bir yoldan elde
edebilirler.

Uslii ifadenin kuvveti alinirken taban aynen yazilir, kuvvetler carpimi da iis olarak yazilir. a €

R- {0} ve n, m € Z* olmak {izere (a")" = a™™"dir.

c. 3°-5%iglemini yapalm. 3°-5°=3-3-3-3-3:-5-5-5:-5-5=3-5-3-5-3:-5-3-5-3-5
seklinde ifade edilir. 3-5-3-5-3-5-3:5-3-5=15 15151515 = 15° olarak yazilir. Hesap
makinasinda bu islem yapilmak istendiginde eger Usler ortaksa énce garpma iglemi yapilarak daha
sonra us alinabilir.

Tabanlar: farkli ve iisleri ayni olan iislii ifadelerde ¢arpma islemi yapilirken tabanlar ¢arpilir,

taban olarak yazilir. Ortak olan iis aynen yazilir. a,b € R ve n € Z* olmak tizere a” - b" = (a - b)"dir.

Negatif Us Aima

4 adet A4 kagidi aliniz. Her defasinda yarisini alarak asagidaki gibi bir érinti olugturunuz.
Olugturulan oérintideki sler ile sayilar arasindaki iligkiyi goézlemleyiniz.

A

22 2! 20 27 272
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Bir iislii ifadenin pay ve paydasi yer degistirildiginde tissiin isareti degisir. a € R -{0} ve n € Z*

. i 1 ;5.
olmak tizere a” = v dir.

Etkinlik igerisinde bir sayinin sifirinci kuvvetine dikkat cekilerek 2° = 1 oldugu gérdliir. Sifir diginda

bir sayinin sifirinci kuvveti sayinin kendisi ile bdlinmesi anlamina gelmektedir dolayisiyla her zaman
Idir.

a€Rvea=x0i¢ina’=1dir.

Ornek:

(x - 2)**# = 1 denkleminin kag kokii vardir?

Coézum:
» x-2=1ve2x?-8 € R olmak lizere x = 3 olur.

>  x-2x0 ve2x’-8=0olmak iizere 2(x - 2) (x + 2) = 0 esitliginden x = 2 ve x = - 2 olur. Ancak x -2 %0
oldugundan x = - 2 olur.

»  x-2=-1ve2x’- 8ift olmak iizere x = 1 olur. Oyleyse 3 ¢6ziim vardur.

Usli sayilarla ilgili cesitli drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 4, 5).

Uslii Sayilarda Bélme islemi

a. Uzun kenarinin uzunlugu 3“, kisa kenarinin uzunlugu 32 olan dikddrtgen seklindeki arsa bir kenari
32 olan kare seklindeki alanlara béliinecektir. Kag adet kareye bdliinecegini bulmak igin biyik
alanin kigik alana bolinmesi gerektigi fark ettirilir. Daha sonra sl sayilarda bolme iglemi yapilir.

33 _3_3:3-3-3-3-3:3 _3:
3?32 3 3333

olarak bulunur.
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Tabanlar1 ayn1 olan islii ifadelerde bolme islemi yapilirken taban aynen yazilir, payin is-
stinden paydanin iissii ¢ikarilip ortak tabanin iissii olarak yazilir. a € R, a # 0 ve n, m € Z*

. m .
olmak {izere 4_ = g"dir.
a

b. Bir kenarinin uzunlugu 10 olan kare seklindeki arsa bir kenari 52 olan kare seklindeki alanlara
bolinecektir. Kag adet kareye bdéliinecegini bulmak igin biylik alanin kiglik alana béliinmesi
gerektigi fark ettirilir. Daha sonra islii sayilarda bélme iglemi yapilir.

102-102_10*_ 10-10-10-10 _10 10 10 10 _ .
5.5 5 5.555 5 5 5 5

olarak bulunur.

abER,b+0ven€E Z*olmakﬁzerei—Zz

Uslii sayilarla ilgili cesitli drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 6).

Uslii sayilarla ilgili verilen yapboz kesilerek dgrencilere dagitilir ve birbirine esit olan kenarlari eglestirerek
yapbozu tamamlamasi saglanir. (Bu etkinlige ait Uslii Sayilar Yapbozu’na etkinlik karekodunu okutarak ula-
sabilirsiniz.)

Ondalik Sayilarin Cé6ziimlenmesi
. 1e 10 sayisinin kuvvetlerini agagidaki tablo yardimi ile doldurunuz. Tab-
S FERTE S loda asag1 dogru giderken her basamakta 107 boldiigiintizii diisiinerek
bir 6riintii olugturunuz.

10* 10000 On binler basamag1
10° 1000 Binler basamag:

10? 100 Yiizler basamag:

10! 10 Onlar basamag1

10° 1 Birler basamag

10! 1/10 =0,1 Onda birler basamag:
10 1/100 =0,01 Yiizde birler basamag1
10° 1/1.000 = 0,001 Binde birler basamagi
10* 1/10_000 =0,0001 On binde birler basamag:
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Ondalik gosterimle verilmis bir sayinin ¢6ziimlemesi yapilirken 10’un tam say1 kuvvetleri kullanilarak ba-
samak degerlerinin toplami bigiminde yazilir. Ornegin;

5678,1234=5-10+6-10*+7-10' +8-10° +1-10" +2-10 +3-10° +4-10™*

Ondalik sayilarin ¢éziimlenmesi ile ilgili drneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8).

Ornek

N e et gt ey 471257 sayist kag basamaklidir?

cozum:

4"7.125° =2%.57 =27.27 .57 =27 .10 =128-10"" olduguna gore 128 sayist 3 basamakli olup ya-
ninda 27 tane 0 oldugundan 30 basamakli bir sayidir.

Cok Buyuk ve Cok Kucglk Sayilar

34 500 000 000 000 sayisini 1 ile 10 arasinda bir say1 ile 10’un kuvveti olan bir sayinin ¢arpimi seklinde ya-
zalim. 1< 3,45 <10 olacak sekilde olusturup 10’un kuvveti ile carpim seklinde 3,45-10" olarak yazabiliriz.

Usli sayilarla ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 10-13)

—TADIGA

Tanim: |a|, 1 veya 'den biyiik, 10dan kiigiik bir gergek say1 ve n bir tam say1 olmak tizere a x10™ gos-
terimine bilimsel gosterim denir.

Etkinlik Formu Soru 14

Ogrenciler iki gruba ayrilir. Birinci grup Gezegenler takimidir. Giines Sistemi’ni arastirarak gezegenlerin
Giinese olan uzakliklarini arastirma yaparak bulurlar ve birinci tabloyu doldururlar. Gezegenlerin Giinege
uzakliklar1 ¢ok biiyiik sayilar oldugu icin yaklasik 1.5%10" metreye denk gelen 1 Astronomik Birim kullanilir.
Ikinci grup da Atomlar takimidir. Tabloda verilen atomlarin kiitlelerini aragtirma yaparak bulurlar ve ikinci
tabloyu doldururlar. Atomlarin kiitleleri ¢ok kiigiik sayilar oldugu icin yaklagik 1,67x10™* grama denk gelen 1
Atomik Kiitle Birimi kullanilir. Daha sonra tablodaki degerlerin {islii gosterimleri ile ilgili tartismalar yaparlar.
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Gezegenler Takimi

Merkdur

Gezegen Adi Giines’e Uzaklik (AB) Bilimsel Gosterimi
(1 AB=1.5x 10" m) (m)
Merkiir 0.387 5.805 x 10"
Veniis 0.723 1.0845 x 10"
Diinya 1 1.5x 10"
Mars 1.523 2.2845 x10"
Jupiter 5.202 7.803 x 10"
Satiirn 9.271 1.39065 x 102
Urantis 19.194 2.8791 x 10"
Neptiin 30.066 4.5099 x 10"
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Atom Ad1 (1 akllftﬂ:s;;ikl)()ﬂ ' g) Bilimsel Gosterimi (g)
Hidrojen 1.01 1.6867 x 102
Oksijen 15.99 2.67033 x 102
Karbon 12.01 2.00567 x 10
Aliminyum 26.98 4.5507166 x 10
Demir 55.84 9.32528 x 107
Ginko 65.38 1.091846 x 1022
Magnezyum 24.30 4.0581x 102
Bor 10.81 1.80527 x 10

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular1
o Isimlendirilen ¢ok biiyiik sayilar1 aragtiriniz.

Bilisim teknolojilerinde 2’nin kuvvetleri nasil kullanilmaktadir? Arastiriniz.

o A4 kagidinin boyutlarini ve diger A1, A2, ..., A10 kagitlariyla iliskisini arastiriniz.
o Atomik kiitle birimi ve astronomi biriminin nasil elde edildigini ve kullanim alanlarini arastiriniz.

 Avagadro sayisini arastiriniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. OKULDABULUSALIM
2. Etkinlik icerisinde verilmistir.

3.
(-3)'=
(- 1)100 _

(-11) =

(—4)* = 1/256
4 = ~1/256

=l

. Etkinlik icerisinde verilmistir.
. 14
. Etkinlik icerisinde verilmistir.
. A = (10°-1) olarak yazilirsa A* = 999.999.998.0000.000.001 olur. Cevap:81
. 14
. -2
. X=-25,y=-21,2=-19,t=-27

. Etkinlik icerisinde verilmistir.
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Etkinlik Formu

Tuslu bir cep telefonu ile haberlesen Ugur ve Ahmet yazmak istedikleri her harf
icin harfin tizerinde yazili oldugu tusa harfin sirasi kadar basmasi gerekmektedir.
Ornegin “E” harfi yazacak ise 3 tusuna 2 defa basmalidir ve bunu 3?ile ifade eder.
Haberlesmelerini yazili olarak ifade etmek isteyen Ugur asagidaki ifadeyi olus-
turmustur. Burada ne yazmaktadir?

63 52 82 53 31 21 22 82 53 82 '74 21 53 43 61

. Asagidaki tabloyu doldurarak negatif sayilarin iisleri ve ifadenin degeri arasinda bir iliski bulunuz.

—2)?
(-2
(-2)*
(-2

3. Asagida verilen slii ifadelerin degerini bulunuz.

3 =
(- 1)101 _
(-7 =

4. Asagida verilen islii ifadelerin degerini bulunuz.
(-4 =

47 =
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isleminin sonucu kagtir? (2002-OSS)

6. Derin, bilgisayarina her bir 2° MB olan fotograflardan 16 adet yliklemistir. Daha sonra bu fotograf-

7.

lar1 8 GB’lik bos bir bellege aktarmistir. Bellekte bos kalan alana kag adet daha fotograf yiikleyebilir?
(1 GB =29 MB)

10 sayisinin kuvvetlerini agagidaki tablo yardimi ile doldurunuz. Tabloda asag1 dogru giderken her
basamakta 10’a boldiigiiniizii diisiinerek bir 6riintii olusturunuz.
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8. Biilent Ogretmen bir sinifa esit sayida bitter gikolatali ve beyaz cikolatali gofret getirip tahtaya bu

gofretlerin birer tanesinde bulunan gram cinsinden yag miktarlarini yazmastir.

Bitter Cikolatal Gofrette Bulunan Beyaz Cikolatall Gofrette Bulunan
Yag Miktari (gram) Yag Miktari (gram)

2,043 2,702

Biilent Ogretmen égrencilerine;

“Hangi gofretten almak istiyorsaniz o gofrette bulunan gram cinsinden yag miktarini ¢oziimleyerek
bir kdgida yazip bana verin. Herkese, ¢oziimlemesini dogru olarak yazdiklari gofretlerden birer tane
verecegim.” der.

Asagida 6grencilerin verdigi cevaplar ile ilgili bilgiler verilmistir.

e 96grenci:2-10°+4-10"+3-107
o 8 6grenci:2-10°+4-10%+3-107°
e 606grenci:2-10°+7-10" +2-107
e 7 6grenci:2-10°+7-10"+2-107°

Bu cevaplara gore gofretleri dagitan Biilent Ogretmende 13 tane bitter ¢ikolatali gofret kalmustir.
Buna gore Biilent Ogretmende kag tane beyaz ¢ikolatali gofret kalmistir? (2020-LGS Ornek Soru)

. 4'7.125° sayis1 ka¢ basamaklidir?

. A=999.999.999 ise A* sayisinin rakamlari toplami kagtir?

. 1 bir dogal say1 olmak iizere, 10 3_22 dogal sayisinin rakamlari toplami 44’tiir. Buna gore n kagtir?

(2021-TYT)

12. (0,027) = (0,3)"" olduguna gore x kagtir?

13. 3-10 =300-10" = 0,03-10” =0,0003-10° =30000-10" ifadesindeki x, y, z, t'yi bulunuz.
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14.

Gezegenler Takimi

Merkur

Giineg’e Uzaklik (AB) Bilimsel Gosterimi

Gezegen Ad1 (1 AB=1.5x10" m) (m)

Merkir

Veniis

Diinya

Mars

Jupiter

Satiirn

Uraniis

Neptiin
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Hidrojen
Oksijen
Karbon

Aliiminyum
Demir
Cinko

Magnezyum

Bor

Uslii Sayilar Yapbozu
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : KOKLU SAYILAR

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/UslU ve Kokl Sayilar
KAZANIMLAR : Bir gercek sayinin rasyonel kuvvetini aciklar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Ogrencilerin UslU sayilar ile kéklU sayilar arasindaki iliskiyi fark etmesi amaclan-
mistir. Karekdék alma isleminin yapilmasi hedeflenmektedir. irrasyonel sayilarin
yaklasik degerini bulma ile ilgili algoritma olusturma c¢alismalarina yer verilir.

Baslarken... Pisagor Teoremi

c %

Geometri tarihsel olarak yeni sayilar i¢in bir kaynak ol-
mustur. Pisagor tiim dik agili iggenlerdeki “Hipoteniisiin ka-
resinin diger iki kenarin karelerinin toplamina esit oldugu”

ilkesini bularak evrensel bir gergekligi ortaya koymustur ve

bu bulus Pisagorcular tarafindan ilahi bir gii¢ olarak goriil-

mistiir. Bir dik a¢ili iggenin dik kenarlar1 3 ve 4 oldugunda
3% + 4% = 57esitligi saglandigindan hipoteniis 5 olur. Tiim sa- \\ W //
yilarin bu sekilde rasyonel oldugunu giiclii bir sekilde savu- \\\_/

nan Pisagor’a bir giin 6grencisi Hippasus dik kenarlar1 1 olan Pisagor

bir dik tiggenin hipoteniisiiniin kag olacagini sormus.

Bu sorunun cevabini rasyonel sayilarda bulamayan Pisa-
gordan Ogrencileri siiphe duymaya baslamis ve rasyonel ol-
mayan sayilarin varligini bir tiirlii kabul etmek istemeyen Pi- JZ_
sagor, Hippasus'u cezalandirmis. Ancak bu ¢6ziim irrasyonel
sayilarin varliginin yayilmasini engelleyememis. Pisagor teo-
remi uygulandiginda kenarlari 1 olan dik tiggenin hipoteniisii
kactir? [
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w Asagida alanlar: verilen kare seklindeki arsalarin bir kenar uzunluk-
larini bulunuz.

49 72 7 0,25 (0,5)? 05
64 82 8 0,36 (0,6)2 0,6
81 92 9 121 (11)2 11

Alani verilen karenin bir kenarini bulurken alanin hangi sayinin karesi oldugunu bulma islemi yapilir. Bu
islem karekok alma islemidir ve /49 = /7% =7 seklinde bulunur.

TN I[M

Negatif olmayan bir sayinin hangi sayinin karesi oldugunu bulma islemine karekok alma denir. Kare-
kok “y/ 7 sembolii ile gosterilir.

Tam kare ifadelerin karekodklerini bulmaya yonelik 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 2).

irrasyonel Sayilar Kiimesi

AN M

a ve b tam sayilar ve b sifirdan farkli olmak tizere % seklinde yazilamayan sayilara irrasyonel sayilar

denir. Irrasyonel sayilar kiimesi “Q” simgesi ile gosterilir.

Ornek olarak v2,4/3.4/5, 1t sayilar1 verilebilir. Q N Q" = @ dir.
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Tam Kare Olmayan Karekdkli Sayilarin Yaklasik Degerini Belirleme

w Asagidaki kutularin igerisine yatay olarak sigabilecek en biiyiik boy-
daki kalem kag¢ cm olur? Once tahmin ediniz daha sonra hesap makinasi
kullanarak hesaplayiniz.

A: N4> +3% =425 =5cm olur.

B: V7> +3% =/58 ~ 7,6 cm olur.

C: V6% +4% =52 ~7,2cm olur.

D: 49> +2 =+/85 ~ 9,2 cm olur.

E: V10> +2° =4/104 ~10,1 cm olur.

F: /5 +6° =61 ~7,8cm olur.

Asagidaki sayilarin sayr dogrusu tizerindeki yerlerini tahmin etmeye calisin. Virgiilden sonraki 1
basamagi bulmaya caligin.

A=+18, B=38, C=4/5
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Sayilarin en yakinindaki tam kare ifadelere bakilmalidir.

A=4/18 sayi1s1 J16 ile /25 arasindadir. Bu yiizden 4<J18<5 seklinde yazilir ve

18-16<25-180ldugundan 4 ile 5 arasinda ve 4e daha yakin bir yerdedir. O halde,
4,2* =17,64 ve 4,3* =18,49°dur. 4,2 </18 < 4,3 oldugundan /18 ~ 4,2 olarak bulunur.

B=+/38 sayisi 36 ile /49 arasindadir. Bu yiizden 6<+/38<7seklinde yazilir ve
38—-36 <49-38oldugundan 6 ile 7 arasinda ve 6’ya daha yakin bir yerdedir. O halde,
6,1> =37,21ve 6,2° =38 44 tiir. 6,1< J38<6,2 oldugundan 38 =~ 6,1 olarak bulunur.

C=+15 sayist1 9 ile Jigarasindadir. Bu vyiizden 3<+/15<4seklinde yazilir ve
16 -15<15-9oldugundan 3 ile 4 arasinda ve 4e daha yakin bir yerdedir. O halde,
3,8 =14,44 ve 3,97 =15,21dir. 3,8 <+/15 <3,9 oldugundan /15 ~ 3,8 olarak bulunur.

Tam kare olmayan karekokli sayilarin yaklasik degerini belirleme ile ilgili érneklere yer verilir

(Etkinlik Formu Soru 4, 5).

Tam kare olmayan karekokli sayilarin yaklagik
degerini belirlemek i¢in tarih boyunca farkli ¢alis-
malar yapilmigtir. Babillerin MO 1800-1600 yillar1
arasindaki kil tabletinde birim karenin késegeninin
uzunlugunu 1°24'51"10" olarak hesaplamislardir.
60’1k taban kullanan Babillerin bu hesabi onluk ta-
banda;

24 5L 10 ) 4142129629629

60 60° T 60°
olarak bulunur ve bu deger V2 ’nin yaklagik dege-
ridir.

“Sizce hesap makinalari karekokleri hesaplamak
icin nasil bir algoritma kullanmaktadirlar?” “Tiim
sayilarin karekoklerinin hafizalarinda kayitli olabi-
lecegini diisiiniiyor musunuz?” sorulari ile 6grenci-

Gorsel 1: Babil kil tableti (M.O.1800-1600).

lerin karekok hesaplama algoritmalar: tizerinde diisiinmeleri saglanir.

Karekoklii sayilar1 hesaplamada hesap makinalarinin da kullandig: tekrarlama algoritmasinin temeli yak-

lagik 4000 y1l 6nce Babiller tarafindan atilmistir.
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Karekdék Hesaplama Algoritmalari
1. YOntem

Karekok hesaplamada kullanilan bu yéntemde X, > 0 baslangi¢ degeri igin;

1 a
xn+1=_ xn+_
2[ xnj n=0,12,...

tekrarlama algoritmasinda *i-X2-%3--+ say1 dizisinin yaklastig1 sabit sayi, a sayisinin karekokiinii verir.
Bu yontemi V7 sayisinin degerini virgiilden sonraki 6 basamaga kadar hesaplayarak agiklayalim.
1. Adim: % baslangic degerinin tahmini ile baglayalim. ¥ =1 olsun.

(Burada gesitli baslangi¢ degerleri belirlenebilir ancak islem kolaylig1 i¢in 1i sectik.)

1 7 1 7
3. Adim: x, = E[xl +—j = 5(4+Zj =2,875

X

1 7) 1 7
cx,=—|x,+— |=—=| 2,875+ =2,654891
4. Adum: , 2( 2 xzj 2( 2875)

>

(Bu agsamada virgiilden sonraki 6 basamagi aliyoruz.)

1 7 1
cx, =] x| =] 2.654891 4 ——— | = 2,645767
5. Adim: 4 b 3 2( 91j

El

1 7) 1
o X = | x| =~ 2,645767 + ——— | =2,645751
6. Adum: X =7 X+ 2( 2,645767J
7. Adum: %, =~ x, +—- | = L[ 2,645751+ —— | = 2,645751
Y S A 2,645751)

Goruldagi tizere 6. adimdan sonra sabit bir say1 elde edilmistir. Bulunan degerin dogrulugunu kontrol et-
mek i¢in karesini alalim; 2,645751° = 6,999998 ~ 7 elde edilir. Bu yontemle virgiilden sonraki 6 basamaga kadar
¢ok yakin bir deger elde edilmistir.

Tam kare olmayan karekokld sayilarin yaklasik degerini belirleme ile ilgili 6rneklere yer verilir
(Etkinlik Formu Soru 6).
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2. YOntem

Karekokiin yaklasik degerini bulan algoritmalardan bir digerinde de uzun bélme islemi yapilir ve karekok
degerleri bu sekilde elle dort islem yaparak hesaplanabilir. Bu yontem ile 30.423 sayisinin karekokiinii bulalim.

1. Adim: Sayiy1 karekok icerisine alalim ve sagdan baslayarak ikiserli gruplar halinde ayiralim.
(+/3.04.23 ) Daha sonra en soldan baslayarak islem yapilir.
2. Adim: 3’tin igerisinde 3% en yakin tam kare ifadeyi veren say1 (1) kokiin tizerine, 1’in karesi de 3’tin alti-

na yazilarak ¢ikartma islemi yapilir. Daha sonra yukaridaki sayilar (04) alta indirilir.

1
\3.04.23
-1
204

3. Adim: Yukaridaki sayinin 2 kat1 alinir (1x2 =2 ). Daha sonra bir say1 tahmin edilmelidir. Bu say1y1 elde
ettigimiz sayinin (2) yanina yazdigimizda yine kendisiyle ¢arpimi 204’ten kiigiik bir say1 olmalidir. Cebirsel
olarak ifade edersek d-(20+d) <204 olacak sekilde bir d bulunmalidir. 27-7 =189 olacak sekilde bir say1 (7)
bulunur ve yukar: karekokiin iizerine 1’in yanina yazilir.

17
204 x 7
-189 189
15

4. Adim: 15’in yanina yukaridan 23 indirilerek yazilir. Yukaridaki sayinin 2 kati alinir (17x2=34). Daha
sonra ayni sekilde bir say1 tahmin edilir 34’tin yanina yazdigimizda ve kendisiyle ¢carptigimizda 1523’ten kii-
¢iik olacak sekilde bir say1 bulunur (344x4=1376). 1523’ten ¢ikarilir ve 4 yukar1 karekokiin tizerine 17’nin
yanina yazilir.

174
V3.04.23 [ 1x2=2 [17x2=34

1 27 | 344
204 . 7« 4
_189 189 | 1376

1523

_ 1376

147

5. Adim: Yukaridan indirecek say1 kalmadig i¢in bolme isleminde oldugu gibi 147’nin yanina 00 ve yu-
karidaki 174’tin yanina virgiil konularak isleme devam edilir. 174x2 =348bulunur ve 348’in yanina bir say1
tahmin edilir. 3484 x4 =13936 bulunur ve 14700den gikartilir. Tahmin edilen 4 sayis1 da yukari yazilir.

174,4

V3.04.23 | 1x2=2 [ 17x2=34 | 174x2=348
_1 27 344 3484
204 x 7| x 4 x 4
-189 189 | 1376 13936
1523
_ 1376

14700

- 13936

764
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Algoritma virgiilden sonra ka¢ basamaga kadar karekok degeri bulunmak isteniyorsa o basamaga kadar
devam ettirilebilir. Bu islemin sonunda +30.423 =174,4 olarak bulunur.

Tam kare olmayan karekdkld sayilarin yaklasik degerini belirleme ile ilgili 6rneklere yer verilir
(Etkinlik Formu Soru 7).

Karekoklii ifadelerin siralamasi islemleri yapilirken karelerinin alinmasi islem kolaylig1 saglamaktadir.

Karekokli ifadelerin siralamast ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 8).

Karekoklii Sayilarda islemler

J75 sayisini diigiinelim; 75 sayisinin ¢arpanlari arasinda tam kare bir say1 var midir? Icerisinde bulunan
tam kare ifadeyi kokiin digina ¢ikarmak i¢in ¢arpanlarina ayiralim.

V75=45-5-3=15"-3=5\3 seklinde yazilabilir.

5v3 sayisindaki 51 karekokiin i¢ine almak i¢in karesini alalim ve icerdeki sayiyla carpalim.

5v3 =/52 3 =425.3 = /75 seklinde yazilabilir.

— ARG

Karekok i¢indeki ¢arpimi olusturan sayilardan biri tam kare say1 yapilarak iki sayinin ¢arpimi seklinde
yazilir. Tam kare olan sayinin karekokii, karekok semboliiniin basina katsay olarak yazilir. Diger ¢arpan
da karekék icinde kalir. Cebirsel olarakva® -b = a+/b seklinde ifade edilir.

Tersine, av/b sayisinda a sayisini karekok igine almak igin a sayisinin karesi alinir, karekok igindeki say1
ile carpilir. Cebirsel olarak avh =+va*-b seklinde ifade edilir.

Karekokld ifadeleri kokten ¢ikartma ve kdkiin igine alma ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik

Formu Soru 9).

—TAMILD

Karekoklii ifadelerde toplama ve ¢ikarma islemi yapilirken karekok i¢leri ayni olan terimlerin katsa-
yilar1 toplanir ya da ¢ikarilir. Karekoklii ifadeler ortak karekok olarak aynen yazilir.

Toplama ya da ¢ikarma islemi yapilirken karekok icindeki sayilar esit degilse karekok igle-
ri esitlenir. Karekok iglerinin esitlenemedigi durumlarda herhangi bir islem yapilmaz. Cebirsel olarak
aNbFeNb =(aF )b seklinde ifade edilir.
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Ornek:

Bir tiggenin ¢evresi 1843 birimdir. iki kenarinin uzunlugu 6+/3 birim ve 4+/3 birim olduguna diger kenar1
ka¢ birimdir?

Coézum:

673 +443 =104/3, 183 —104/3 =8+/3 birimdir.

AN M

Karekokli ifadelerde ¢arpma islemi yapilirken karekok ontindeki katsayilar kendi arasinda ¢ar-
pilip katsayr kismina yazilir. Karekok icindeki sayilar ise kendi arasinda ¢arpilip karekok igine yazi-
lir. Carpim sonucunda karekok iginde tam kare say1 varsa karekok disina ¢ikarilir. Cebirsel olarak
avb-cJd =a-c-\Jb-Jd =a-c-Jb-d seklinde ifade edilir.

Ornek:
Bir kenar1 2v/5 m ve diger kenar1 3v5 molan dikdortgen seklindeki arsanin alani ka¢ m*dir?

Coézum:
23535 =645 -45=6-5-5 =6-5 = 30m’ olarak bulunur.

— TADIG

Karekokli ifadelerde bolme islemi yapilirken karekok disindaki katsayilar kendi arasinda boliinerek
katsay1 kismina yazilir, karekok igindeki sayilar ise kendi arasinda boliinerek karekék igine yazilir. Kare-

ax/z_a b

kok icinde tam kare ¢arpan varsa karekok disina ¢ikarilir. Cebirsel olarak NZT =27 seklinde ifade
c

d
edilir.

Ornek:

Alani 20330 m? olan dikdértgen seklindeki bir arsanin bir kenar1 55 m olduguna gore diger kenar1 kag
m’dir?

cozum:
2030 20 (30
=—- [—=4/bm
N \/ 5 olarak bulunur.

Karekokli ifadelerde carpma ve bolme islemleri ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu
Soru 10,11).
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Karekdklii Bir ifade ile Carpildiginda Sonucu Bir Rasyonel Sayi Yapan Carpanlar

Bir dart oyununda, uzerinde J5 yazan 4 adet ok
bulunmaktadir. Yandaki gibi bir dart tahtasina oklari
attiginizda okun geldigi bolgedeki sayi ile okun
uzerindeki sayinin carpimi bir dogal say ise carpim
kadar puan aliyorsunuz. Bu dart oyununda her
okun farkh renkte bir bolgeye geldigi bilindigine

gore alinabilecek en yiiksek puan kagtir?

Jsile garpidiginda bir tam kare elde edilen
sayllara atig yapildiginda puan alinabileceginin fark
edilmesi saglanir. O halde \/80,4/45,420,45 sayilarindan
puan alinabilecegdi gorulmug olur. Tahtaya farkh hedef

tahtalari gizilerek benzer etkinlikler yapilabilir.

V805 =45-/5=4.5=20
V4545 =355 =3-5=15
V2045 =25-45=2-5=10

V5 -+/5 =5 oldugundan alinabilecek en yiiksek puan20+15+10+5 = 50 dir.

Ornek:
3 =+/2 say1sin1 rasyonel bir say1 yapmak icin hangi say1 ile carpmaliyiz?

Coézum:

Oncelikle /3 -2 say1sini 2 ile carpalim ve sonucu gozlemleyelim.

(V3-v2) (3+42) =B B -BA24+3V2 22 =3B+ ~2=3-2=1

olur. Bir rasyonel say1 elde edilmistir.
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Carpimlari rasyonel olan iki irrasyonel sayidan her birine, digerinin eslenigi denir. Eslenik iki terimin

carpimi, (a—b)(a+b)=a’-b’esitliginden yola ¢ikarak birinci terimin karesi ile ikinci terimin karesinin

farkina esittir.

a,beR” i¢in, Ja nin eslenigi, Ja’dir. Na —=+/b nin eslenigi, Ja ++/b dir.

Karakoklii bir say1y1 eslenigi ile ¢arpinca, elde edilen deger, daima rasyonel bir sayidir.

Karekokli ifadelerde eslenik ile carpma islemleri ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu
Soru 12, 13).

n. Kuvvetten Koklu Sayilar
x’ = 8 ifadesinde x degerinin 2 oldugu kolaylikla goriilebilir. Ancak x’ = 7 ise x degerini ifade etmek icin
yine kokli sayilar kullanilir. Burada x’in derecesi 3 oldugu igin 3. dereceden kokii alinmalidir ve x = 7 ola-

rak yazilir.

T

neZ' n>2veaXxeR olmakiizere x" = g esitligini saglayan x degerlerine a’nin n. dereceden kokii

denir ve “¥/a 7 ile gosterilir.

n=2ise ¥a yada Ja yazilir ve ikinci dereceden kok a ya da kare kok a olarak okunur. Derece 2 ise yazil-

mayabilir.
n =3 ise Ja yazilir ve digiincii dereceden kik a ya da kiip kik a olarak okunur.

x* =-27 oldugunda hangi sayinin kiipii -27’dir diye diisiiniilerek x degerini bulmak i¢in kiip kokii alinir
ve /-27 = -3 bulunur. O halde “3. dereceden bir kokiin i¢i negatif olabilir mi?” sorusu 6grencilere yoneltilir.
“Hangi durumlarda negatif olabilir ve hangi durumlarda pozitif olmalidir?” tartismas: yapilir.

— A0

n € 7" olmak tizere;

>4 ifadesinin bir gercek say1 olmasi icin @ € R olmalidur.

%/a ifadesinin bir gercek say1 olmasi i¢in @ > 0 olmalidir.
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Ornek:
NE) , J-3 , -3 ,9/5 , 19/3,\/—71 , U1 sayilarindan hangileri gercek sayidir?

Coézum:

V3.-3.42,4-1eR

—TADIA

x € R*vem,n € Z" olmak iizere, koklii sayilar iislii say1 olarak V/x" = X" seklinde yazilabilir.

B=7

s

1
(—2)5 == seklinde yazilabilir.

Kokl sayilarla ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 14).

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular:

J-1 say1s1 Babil metodu ile hesaplanabilir mi? Arastiriniz.

[rrasyonel sayilarin siirekli kesirler ile gosterimlerini arastiriniz.

Diger karekok hesaplama algoritmalarini (2’lik say1 sistemi yontemi, Bakhshéli yontemi vb.) arastiriniz.
Koklii ifadelerin tislii ifade olarak yazildiginda ¢arpma ve bolme islemlerinin nasil yapildigini aragtiriniz.
n. dereceden koklii sayilarin esleniklerinin nasil bulunacagini arastiriniz.

\Jazx 2\/5 durumundaki kokli ifadelerde a=m+n,b=m-n ve m>n olmak iizere

Vazt 2\b =m +n seklinde yazilabildigini gosteriniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. Etkinlik icerisinde verilmistir.
2.10

3. Etkinlik icerisinde verilmistir.

4\8=28 51=7,1 J69=83
5.25cm

6. 3,316624

7. 22,62

8.C

9.

V80 = 445
J200 =102

J72 =642
V8=22

5223 =10V6

V1245 =615 245420 =104/2

n. X*x

46343 = 3642

CEBIR VE SAYILAR TEORISI

3W3=427
25 =420

NG
5

o0
N

J6

246

NG
V1243

7

30

3

12.

J5-3 J5+43
2\3-+/5 2\3++/5
\/ﬁ—?) \/ﬁ+3

2

145

243-3
7-3
5-23

23+3
7+«/§
5-23

3

46

13
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Etkinlik Formu

1. Asagida alanlar verilen kare seklindeki arsalarin bir kenar uzunluklarini bulunuz.

49 0,25
64 0,36
81 1,21

. Asagida dort farkli renkteki kartlarin her birinden tiger adet verilmistir. Ayni renkteki kartlarin
tizerinde ayni1 karekoklii ifade yazmaktadir.

S @ = W

Eymen, bu kartlardan segerek iistlerinde yazan karekoklii ifadeleri topladiginda bir dogal say elde
etmektedir.

Buna gore Eymen en fazla kag kart se¢mistir? (2020-LGS Ornek Soru)

. Asagidaki kutularin igerisine sigabilecek en biiyiik boydaki kalem kag cm olur? Once tahmin ediniz

daha sonra hesap makinasi kullanarak hesaplayiniz.

~ &
! - —
|

B
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4 D=\8 , E= J51 , ' =69 sayilarinin say1 dogrusundaki yerlerini tahmin etmeye ¢aligin.

. Alan1 670 cm? olan kare seklinde bir ¢ercevenin icine bir kenari en fazla kag cm olan kare seklinde

bir fotograf konulabilir?
SEN(T saysinin yaklagik degerini bulunuz.

V512 sayisinin yaklagik degerini bulunuz.

. Asagidaki sayilarin en kiigigii hangisidir? (UIMO-2011)

V3 V10

1
A 6 B) 11 c)V5-2 D) 4 E) 332 —4

. Asagidaki karekoklii ifadelerde kokten ¢ikartma ve kok i¢ine alma islemleri yapiniz.

80 = V72 = 33 = 542 =
V200 = J8 = 245 = 247 =

10. Asagidaki karekoklii ifadelerde ¢arpma ve bolme islemleri yapiniz.

Vi3 5v2-3v6
5V2-23 = 4633 = N —5 -

6/30 _ V243
Vi2-/45 = V2520 S N

4
M. Her X2 0 gercel sayis icin, ( xyx/x j sayisinin esit oldugu ifadeyi bulunuz. (UIMO-2004)
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12. Asagidaki ifadelerin esleniklerini bularak her ifadenin eslenigi ile ¢arpimlarini yaziniz.
V543 243-3
235 7-3
Ji1-3 5-23

13. Kokli sayilarla islem yapan Mert, V10 ++/6 say1sini eslenigi olan V10 -6 ile garpmak yerine yan-

liglikla bolmiistiir. Buna gore, Mert'in buldugu say1 bulmasi gereken sayidan kag fazladir? (TYT-
2021)

14. Asagidaki sayilarin en kiiciigii hangisidir? (UIMO-2006)

A) V10-242 B) 42 -27 C)3-7 D) 24106 E) 243 -+/10

15. {/ 23-+/16 - \/ 27-3/8 igleminin sonucu kactir?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : ASAL SAYILAR
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Asal Sayilar
KAZANIMLAR : 1. Bir sayinin asalligina farkli ydntemlerle karar verir.
2. Asal sayilarin sonsuzlugunu farkli yontemlerle ispatlar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, amacimiz bir sayinin asal sayl olmasi icin karekokune kadar olan
asal sayilara tam bolunmesinin yeterli oldugu sonucunu kesfettirmeye ydnelik
calismalar yapmaktir. Ayrica, 2 disindaki tum asal sayilarin 4n + 1 veya 4n - 1 for-
munda yazilabilecegini ve 3'ten buyuk asal sayilarin 6n + 1 veya 6n - 1 formunda
oldugunu kesfettirmeye yonelik calismalara yer verilecektir. Mersenne asallari,
ikiz asallar gibi 6zel asal sayilarin incelendigi calismalar da yapilarak égrencilere
bu sekildeki sayilari kesfettirmek de amaclanmaktadir.

Baslarken...

Asal sayilar ile ilgili bilinen en eski ¢aligma Oklid’in
yaklagik olarak MO 300’lii yillarinda yaptigi ¢alismalardr.
Bu ¢aligmalar ayni zamanda aritmetigin temel esaslarini
icermektedir. Yunan matematikgiler tarafindan kesfedil-
mis olan Eratosthenes (Eratosten) Kalburu da asal sayilar1
bulmaya yarayan bir yontem olmasina ragmen, ¢ok biiyiik
asal sayilarin bulunmas: olduk¢a zordur. Daha sonra 17.
yiizyillda Fermat ve Euler asal sayilarin o6zellikleri ile ilgi-
li yeni ¢alismalar yaptilar. Gliniimiizde de Great Internet
Mersenne Prime Search (GIMPS) projesi kapsaminda en
biiyiik asal say1y1 bulmak i¢in ¢calismalar yapilmaktadir.

Matematikte, Eratosthenes (Eratosten) Kalburu belir-
li bir tam say1ya kadar yer alan asal sayilarin bulunmas:

i¢in kullanilan bir yontemdir.
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> Tden 100’e kadar olan dogal sayilari bir tablo seklinde yaziniz.
> 1; asal say1 olmadigi igin T'e carpi isareti koyunuz.

> 2; bir asal sayi oldugu igin 2'yi daire icine aliniz, daha sonra 2'nin tiim katlarina garpi isareti
koyunuz.

> 3, bir asal sayi oldugu icin 3'li de daire igine aliniz ve 3'tin katlarina da garpi isareti koyunuz.
> 5; bir asal sayi oldugu icin 5'i de daire igine aliniz ve 5'in katlarina da carpi isareti koyunuz.

> 100’e kadar olan tim sayilara bu islemi uygularsaniz, 100’e kadar olan asal sayilari bulursunuz.

Eratosthenes (Eratosten) Kalburu uygulamasina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru-1) I

— TARNN

Asal Sayilar: 1 ve kendisinden bagka boleni olmayan 1'den biiyiik sayma sayilarina asal sayilar denir.

Asal sayilar, pozitif bolenlerinin kiimesi iki elemanli olan dogal sayilar olarak da tanimlayabiliriz.

En az iki asal sayinin ¢arpimi olarak yazilabilen 1'den biiyiik tam sayilara bilesik sayilar denir.

Bir sayinin asal say1 olmasi icin, o sayinin karekdkiinden blyik olmayan sayilara tam bélinme-
mesinin yeterli olduguna yonelik calismalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru-2)

Teorem:

n 2 1 bilesik tam sayisinin p < Vn olacak sekilde bir asal boleni vardir.

ispat:

n 2 1 bir bilesik tam say1 olsun. O halde, n sayis1 bazi asal sayilarin ¢arpimi seklindedir. #’nin en kiigiik
asal boleni p olsun. Bu durumda,

n=p-n,

olacak sekilde bir 7, > 1 tam sayis1 vardir. n’nin en kiigiik asal béleni p oldugundan, p < n dir. Dolayis
ile,

n=p-nzp p=p’

olup karekok alinirsa, p < V1 elde edilir. Yani, n > 1 bilesik tam sayisinin p < \n olacak sekilde bir asal
boleni vardir.
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Sonug:

Asallik Testi: Verilen bir sayinin asal olup olmadigini anlamak igin sayinin karekokiinden biiyiik olmayan
asal sayilara béliiniip boliinmedigine bakilir. Eger béliinmiiyorsa say1 asaldir. Ornegin; 197 sayisi asal midur,
sorusuna cevap arayalim. 197 sayisinin karekokii yaklagik olarak 14 oldugundan, {2, 3, 5, 7, 11, 13} sayilarina
boliintip boliinmedigine bakilir. 197 sayisinin bu asal sayilara boliinmedigi goriliir. O halde 197 asaldir.

R 73

ikiz Asallar: Aralarindaki fark 2 olan asal sayilara ikiz asallar denir. Ornegin; (3,5), (5,7), (11,13), ...
seklindeki say ikilileri ikiz asallardir.

Ornek:

Her ikisi de en fazla iki basamakli olan kag tane ikiz asal say1 ¢ifti vardir?

Coézum:

(3,5),(5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73) olup 8 tanedir.

aTANITM

Ugiiz Asallar: Aralarindaki fark 2 olan 3 asal sayiya iigiiz asallar denir.

Ornek:

Kag tane tigiiz asal say1 tigliisii vardir?

Coézum:

p bir asal say1 olmak iizere, tigiiz asal sayilar, (p, p +2, p + 4) seklindedir. p = 2 i¢in iigliz asal olugmaz.
p =3i¢in, (3,5,7) {lgliz asal sayidir. p > 3 olsun.

Bu durumda, p, p + 2, p + 4 sayilarindan birinin 3 ile boliinecegi agiktir. Bu nedenle ti¢iiz asal elde edile-
mez. O halde, 1 tane {i¢iiz asal say1 tigliisii vardir.

Mersenne asallan, Fermat asallan, ikiz asallar gibi 6zel asal sayilarin incelendigi 6rneklere yer

verilir. (Etkinlik Formu Soru 3-5)
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e TIANIIM

Mersenne Sayilarr: a bir pozitif tam say1 olmak tizere, 2° - 1 seklinde yazilan sayilara Mersenne sayilari

denir. Verilen bir Mersenne sayisi asal olmak zorunda degildir.
Ornegin; a = 11 igin 2° - 1 = 2047 = 23.89 olup asal degildir.

Fermat Sayilari: Her n> 0 tam sayisiigin, F, = 2° +1tam sayisina bir Fermat sayis1 ve F asal ise F 'ye

bir Fermat asal sayis1 denir.

Ornek:

Her n>0 tam sayisi i¢in, F, =2 +1 tam sayisina bir Fermat sayis1 ve F asal ise F, ye bir Fermat asal
sayis1 denir. Buna gore, n =0, 1, 2, 3, 4, 5 degerleri i¢cin F, degerlerini hesaplayip asal olup olmadigini kontrol
ediniz.

Ccozum:
Fy=2" +1=2"+1=3 asal, F; =2% +1=27+1=5 asal,
F,=2" +1=2"+1=17 asal,
F,=2% +1=2°+1=257 asaldir.

F,=2% +1=2" +1=65537 asaldir.

F, =27 +1=2% +1=4294967297 = 641- 6700417 olup F, sayis1 641 ile béliineceginden asal degildir.
Ornek:
3n—4, 4n—"7ve 5n—13sayilarinin tigli de asal say1 olacak sekilde kag tane n pozitif tam sayis1 vardir?

Ccoézum:

Bn-4)+(4n—-7)+(5n—13)=12n—-24 =12(n-2) olup cifttir. O halde bu sayilardan biri 2 olmalidur.
3n—-4=2=n=2 bulunur.

Bu durumda; 4-2-7 =1 olup asal degildir. O halde n =2 olamaz.
4n—7 =2 olacak sekilde n pozitif tam sayis1 yoktur.
5n—13=2=n=3 olur.

Bu durumda; 3-3—-4=5 asal ve 4-3—-7 =5 asaldir.

O halde, sart1 saglayan pozitif tam say1 yalnizca n = 3’tiir.

2 digindaki tim asal sayilarin 4n + 1 veya 4n - 1 formunda yazilabilecegini ve 3'ten biyik asal
sayilarin da 6n + 1 veya 6n - 1 formunda oldugunu kesfettirmeye yonelik 6rneklere yer verilir.
(Etkinlik Formu Soru 6)
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Ornek:

n pozitif bir tam say1 olmak {izere, 2'den biiyiik her asal sayinin, 4n+1 veya 4n—1 seklinde oldugunu
gosteriniz.

Coézum:
Herhangi bir asal sayinin 4n ve 4n+2 seklinde yazilamayacagini gosterelim.
4n=2-2n olup asal degildir.
4n+2=2-(2n+1) olup asal degildir.

4n+1 ve 4n+3 igin asal degildir, denilemez. Ayrica, 4n+3 say1 kiimesi ile 4n—1 say1 kiimesi ayni sayilar-
dan olugsmaktadir. Bu nedenle 4n+3 yerine 4n—1 alabiliriz.

O hélde, 2'den biiyiik her asal say1 4n+1 veya 4n—1 seklindedir.

Ornek:

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, 3’ten biiyiik her asal saymnin 6n+1 veya 6n —1 seklinde yazilabilecegini
gosteriniz.

cozum:

Bir asal say1 6n, 6n+1 6n+2, 6n+3, 6n+4veya 6n+5 seklinde olmalidir. Eger bir asal sayinin 6n
, 6n+2, 6n+3 veya 6n+4 seklinde yazilamayacagini gosterirsek bu asal sayinin 6n+1 veya 6n+5 seklinde
olmak zorunda oldugunu gostermis oluruz.

6n =2-3n olup asal degildir.
6n+2=2-(3n+1) olup asal degildir.
6n+3=3-(2n+1) olup asal degildir.
6n+4=2-(3n+2) olup asal degildir.
6n+1 ve 6n+5 igin asal degildir, denilemez. Ayrica, 6n+5 say1 kiimesi ile 6n —1 say1 kiimesi ayni sayilar-
dan olugsmaktadir. Bu nedenle 6n+5 yerine 6n—1 alabiliriz.

O hélde, 3’ten biiyiik her asal say1 6n+1 veya 6n—1 seklindedir.

Teorem:

Sonsuz sayida asal say1 oldugunu gosteriniz.

ispat:

Asal sayilarin sonlu sayida ve n tane oldugunu kabul edelim. Bu asal sayilar da p,, p,, p;, -, p, olsun.
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A=p - py-pye p, +1 sayisini inceleyelim.

A sayisiasal olsayd1 p,, p,, p,,--, p, asallarindan farkli olurdu ¢iinkii A sayis1 p,, p,, p,,- -, p, asal sayila-
rinin her birinden biiyiiktiir. Bu ise asal sayilarin n'den fazla oldugunu gosterir.

Diger yandan A sayisi asal olmasayd: elimizdeki # tane asaldan en az birisine boliinmesi gerekirdi. Bun-
lardan biri p  olsun. p ~asal, hem A=p -p,-p,-----p,+1 hemde p -p,-p,----- p, carpimini, bolmesi
gerekirdi. Yani p  asali 1 sayisin1 da bolmeli ama boyle bir sey miimkiin degil. Celigki elde ettik. Demek ki
asal sayilar kiimesi sonlu degildir.

1000'e kadar olan asal sayilari elde eden programi asallk testini kullanarak metin tabanli
programlama dili ile olugturunuz.

def asal_mi(sayi):
if (sayt == 1):
return False
elif (say1 == 2):
return True
else:
for i in range(2,int(say1**0.5)+1):
if (say1 % i==0):
return False
return True
for i in range(1,1000):
if asal_mi(i):

print(i,end=",")
Program cgiktisi

2,3,5,711,13,17,19,23,29,31,37414347)53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,109,113,127,131,137,139,149,15
1157]163,167,173,179,181,191,193,197,199,211,223,227,229,233,239,241,251,257,263,269,271,277,281,283,
293,307,311,313,317,331,337,347,349,353,359,367,373,379,383,389,3974014 094194 214 314 334394 43
44945T461463467479487491499,503,509,521,523,541,547,557,563,569,571,577,587,593,599,601,60
7,613,617,619,631,641,643,647,653,659,661,673,677,683,691,701,709,719,727733,739,743,751,757,761,7
69,773,787,797,809,811,821,823,827,829,839,853,857,859,863,877,881,883,887907911,919,929,93794
1,947953,967,971977,983,991,997,
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EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

« 1 sayisinin neden asal say1 olmadigi, asal say1 olarak kabul edilirse matematikte hangi teoremler ile ge-
lisecegi arastirilabilir.

o Goldbach Sanisi, “2den biiyiik her cift sayi, iki asal sayinin toplami seklinde yazilabilir” seklinde ifade
edilir. Coziillememis en eski matematik problemlerinden biridir. Bilgisayarlarda yapilan denemelerle
ok biiyiik sayilara kadar dogrulugu gosterilmistir. Ancak bilinen bir ispati yoktur. Ogrencilerin mate-
matikte ¢ozillememis problemler {izerine ve Goldbach Sanisi hakkinda arastirma yapmalari 6nerilir.

« Olas1 Asallik Testlerini (OAT) gegen sayinin yiiksek olasilikla asal oldugu sdylenebilir. En ¢ok kullani-
lan olas1 asallik testleri Fermat testi, Lehmann testi, Solovay Strassen testi, Miller&Rabin testi arastirma
konusu olarak verilebilir.

« Bilinen en biiyiik asal say1 kagtir? Hesaplanmis en bilyitk Mersenne asali kagtir? Ka¢ tane Mersenne
asal1 hesaplanmigtir?

KAYNAKLAR
Hendy, M. D. (2001). Euclid and the fundamental theorem of arithmetic. Historia Mathematica, 2, 189-191.

McGregor, D & Zachary S. (1999). Methods of primality testing. MIT Undergraduate Journal of Mathematics,
1, 133-141.

Turan, M. & Acar, M. A. (2016). Asal sayilarin Eratosten kalburu algoritmasi kullanilarak bulunmasinda GPU
ve CPU basarimlarinin analizi. Adiyaman Universitesi Miihendislik Bilimleri Dergisi, 5, 71-76.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Derecelendirme Olgegi Degerlendirme Formuna etkinlik karekodunu okutarak ulagabilir-

siniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. Uygulama

2. 101 asal, 159 asal degil; 197 asal, 239 asal; 476 asal degil.

4.31,127

5.3,5,17,257

6. Coziim etkinlik icerisinde verilmistir.

7.15 ((p+1)(g+1)=p-q+ p+q+1 esitliginden yararlanilir).

8. 424
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Etkinlik Formu

1. Asude agagidaki gibi 1'den 100 kadar olan dogal sayilar1 bir tablo seklinde yaziyor. Daha sonra sira
ile asagidaki adimlar1 uyguluyor.

1. Adim: 2’yi bir ¢ember i¢ine alip 2’nin diger katlarinin tizerini ¢iziyor.
2. Adim: 3’ii bir ¢ember igine alip 3’tin diger katlarinin {izerini ¢iziyor.

3. Adim: Cember i¢inde olmayan ve iizeri ¢izilmeyen ilk say1y1 ¢ember igine alip bu sayinin katla-
rinin Uzerini ¢iziyor.

Asude’nin ¢ember igine aldigi sayilar hangileridir? Bu sayilarin ortak 6zelliklerini gozlemleyiniz.

2. 101, 159, 197, 239, 476 sayilarinin asal olup olmadigini bulunuz.
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. 2den baslayarak kiigiikten biiylige dogru sira ile yazilmis bazi asal sayilarin ¢arpiminin 1 fazlasina
“Oklid Asallar1” denir. Ornegin;2-3+1=7,2-3-5+1=31

Buna gore, dort basamakli Oklid asali kagtir?

. Bir p asal sayis1i¢in, 27 —1 bigimindeki asal sayrya Mersenne asali denir. Buna gore, 15, 31, 63, 127
sayilarindan hangileri Mersenne asalidir?

. Her n>0 tam sayisi i¢in, F, = 2% +1 tam sayisina bir Fermat sayis1 ve F, asalise F, ye bir Fermat
asal sayis1 denir. Ilk dért Fermat asalini bulunuz.

. Asagidaki tabloda yer alan asal sayilarin 4 ve 6 ile boliimiinden kalanlari ilgili hiicreye yaziniz.

a. 4 ile boliimiinden kalanlar1 inceleyiniz. Bu kalanlar arasinda bir iliski bulabildiniz mi?

b. 6 ile béliimiinden kalanlar1 inceleyiniz. Bu kalanlar arasinda bir iliski bulabildiniz mi?
7. pve q asal sayilardir. p-q + p + q = 41 olduguna gore, p + q toplaminin en biiyiik degeri kagtir?

. Hem kendisi hem rakamlar1 toplami1 hem de rakamlari ¢arpimi asal say1 olan bir pozitif tam sayrya asil
say1 diyelim. Ug¢ basamakl en kiiciik asil say1 ile ii¢ basamakl en biiyiik asil sayinin toplami kagtir?

(2020 TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyatt)

. 30dan kiigiik asal sayilar kiimesi P={p, p,, ..., p,,} olmak iizere bir p € P i¢in en kiiciik asal béleni p olan
100den kiigiik pozitif tam sayilarin sayis s, ile gosteriliyor. Buna gore s +s,, + ... + 5, kactir?

(2019 TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyatt)
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : ARITMETIGIN TEMEL TEOREMI

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Asal Sayilar

KAZANIMLAR ¢ Aritmetigin temel teoreminin farkl sonugclarini tartisir.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, asal sayilar ve dogal sayilari iliskilendirerek asal sayilarin dogal sa-
yilar icindeki 6nemini kesfettirmek amaclanmistir. Bilesik sayl ve asal sayi kav-
ramlarinin iliskisi Uzerinden aritmetigin temel teoreminin anlamlandiriimasi he-
deflenmistir. Ayrica, aritmetigin temel teoreminin farkli sonuclari tartisilacak, bir
sayinin asal carpanlari ile bdlen sayisi arasinda iliskiyi kurmaya ve 6zelliklerini in-
celemeye yonelik calismalara yer verilecektir.

Baslarken...

Asal sayilar, matematigin en gizemli alanlarin-

1x36 3
dan biridir. Tarih boyu matematikgiler asal sayillar CEITTTTTTTTTTTTTTTTTTITTITTTTTTTTTTTTTT]
9x4 3x12 12x3

iizerinde ¢alismus, cesitli teoremler sunmuglar an-
cak asal sayilari iiretebilen bir yontem bulamamus-
lardir. p ve q, 2'den farkli asal sayilar olmak tizere 4x9

verilen bir A=p.q sayisini, p ve q asallar1 bilin- 18x2
medigi durumlarda ¢arpanlara ayrilmasi proble-
mi ¢ok basit olarak goriinmesine ragmen ¢ok zor

bir problemdir. Problemin ¢oziimiinde, A sayisi- _
n1 sirastyla kendisinden kiigiik tiim asallara bol-
me yontemi kullanilir. A sayis1 50 basamakli olsa

tim denemelerin sayis1 birden ¢ok bilgisayarla .
bile aylar siirebilir. Asal sayilarin kriptolojide kul-

lanilmasinin en 6nemli sebeplerinden biri budur.

Cok biiyiik iki asal sayinin ¢arpimini ¢arpanlarina

ayirmak ne kadar miimkiindiir? Ornegin, 323 ve
10379 sayilarinin hangi iki asal sayinin ¢arpimi ol-

dugunu tahmin etmeye galisin. 323=17x19 oldu-
gunu tahmin etmek zor olmasa da, 10379=97x107
oldugunu bulmak oldukg¢a zordur. Bu durum asal ¢arpanlarina ayirma problemi olarak tanimlanmaistir.
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Ayse Ogretmen ile dgrencileri arasinda
su sekilde bir diyalog gecer:

Ayse Ogretmen: 72 sayisini 6yle iki sa-
yinin ¢arpimi olarak yazin ki ¢arpanlardan
biri asal olsun.

Berna: Buldum 6gretmenim: 72 = 2 x 36

Ayse Ogretmen: Baska olamaz m1?

Ceyda: Olur 6gretmenim: 72 = 3 x 24

Ayse Ogretmen: Simdi buldugunuz car-
panlardan asal olmayan: da yine biri asal
olacak sekilde iki sayinin ¢arpimi olarak ya-
zin ve bu islemlere tiim ¢arpanlar asal olun-

caya kadar devam edin.

Yukaridaki diyalogu farkli sayilarla uygulayarak tim 6grencilerin ayni sonucu buldugunu fark ettirmeye
yonelik calismalar yapilir.

Teorem: (Aritmetigin Temel Teoremi)

I'den biiyiik her tam say1 asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabilir ve bu yazilis tek tiirliidiir.
Diger bir ifadeyle, n > 1 bir tam say1 olsun. O zaman, dyle bir r > 1 tam sayis i¢in,

Py Py - P, asal sayilari vardir ki

seklinde yazilabilir ve bu yazilis tek tiirlidir.

ispat:
n > 1 bir tam say1 ve p, p,; ....., p, asal sayilar olsun. p, asal sayis1 n tam sayisinin bir béleni olsun.

i. n=p, ise, nsaysi bir tane asal sayinin ¢arpimi seklinde yazilmustur.

ii. n>p iser >1 olmakiizere,n=p, -r, seklinde yazilabilir. Eger r asal ise n sayisin=p, -r seklinde
iki tane asal sayinin ¢arpimi seklinde yazilmigtir. r, = p, alinirsa, n = p, - p, seklinde iki tane asal say1-
nin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

r, asal degil ise, r, > 1 olmak {izere, r, = p, - r, seklinde yazilabilir. Eger r, asal ise n sayisin=p, -p,-r,
seklinde ii¢ tane asal sayinin ¢arpimi seklinde yazilmistir. r, = p, alinirsa, n = p, - p, - p, seklinde {i¢ tane
asal saymnin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

Benzer sekilde devam edilirse, r>r>r > > 1 elde edilir. Sonlu adim sonrasinda,

r.,=li¢ginn=p -p,-p,..p, seklinde k tane tane asal saymin ¢arpimi seklinde yazilabilir.
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— TANINA

n > 1 bir tam say1 olsun. Py Py - Py farkl: asal sayilar ve LN N pozitif tam sayilar olmak {izere,

p— r I T
n=pi-p2...px

seklinde yazilabilir. Bu yazilisa n sayisinin asal ¢arpanlarina ayirilmis hali denir.

Bir sayinin asal ¢arpanlara ayirilmasi ile ilgili drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 1-2).

Ornek:
p ve p” + 2 asal sayilar ise, p? + 3 sayisinin en ¢ok kag asal boleni olabilir? (UMO-2006)

Coézum:
p ve p> + 2 asal sayilar ise, p = 2 olamaz.
P =3 olsun. 3 ve 3* + 2 = 11 asal sayilardir. Bu durumda, 3° + 3 = 30 olup, 30 =2 - 3 - 5’tir.
p > 3 olsun. Bu durumda tiim asal sayilar, 6k + 1 veya 6k - 1 seklindedir.
p=6k+1lise:p?+2=(6k+ 1)*+2=36k*+ 12k + 3 = 3(12k* + 4k + 1)
p=6k-1lise:p*+2=(6k-1)*+2=36k’- 12k + 3 =3(12k* -4k + 1)
olup, p* + 2 sayist asal olamaz. Yani, p > 3 olamaz.

O hélde, p = 3 olmak zorundadir. Buradan, p> + 3=3°+3=30=2-3 - 5 olup en ¢ok 3 asal boleni vardir.

Asal Carpanlara P . Pozitif Bolenlerin
Say! s S Pozitif Bolenleri Sayis:
8 28 1,2,4,8 4
10 2.5 1,2,510 4
12 22.3 1,2,3,4,6,12 6
1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,15, 18, 20, 24
3 . 2 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
360 273005 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 240, 360 24

Verilen sayinin pozitif bolenlerinin sayist ile asal ¢carpanlara ayirilmis hali gozlemlendiginde, pozitif bolen
sayisinin asal ¢arpanlarin kuvvetlerinin 1 fazlasinin ¢arpimindan olustugu fark ettirilir.
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e AN

Pozitif Bolen Sayisi: n > 1 bir tam say1 olsun. p, p,, ..., p, farkli asal sayilar ve r , r,, ..., r, pozitif tam
sayilar olmak iizere, n sayisinin asal ¢arpanlara ayirilmig hali

N=pl-p2e. Pk
olsun. n'nin pozitif bolenlerinin sayis1 t(n) seklinde gosterilir.
t(n) = (r, + 1)(r, + 1) ... (r,+ 1) seklinde

bulunur. (t sembolit “Tau” seklinde okunur.)

Bir tam sayinin pozitif bélen sayisi ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 4-6).

120 sayisinin tum pozitif bélenlerini ve pozitif bélen sayisini bulan bir programi metin tabanl yazilim
dili kullanarak olugturunuz.

def tambolenleribulma(sayi):
tam__bolenler =[]
pozitif_bdlen_sayisi = O
for iin range(l, sayr + 1):
if (say1 % i == 0):
tam__bolenler.append(i)
pozitif _bdlen_sayisi += 1
return tam__bolenler,pozitif_bdlen_sayisi
print(tambolenleribulma(120))
Program Ciktisi
(1, 2,3,4,5,6, 8,10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}, 16)
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Ornek:

600den kiigiik kag sayinin pozitif bélenlerinin sayis1 tek sayidir?

Coézum:
Pozitif bolenlerinin saysi tek say1 olan sayilar tamkare sayilardir. O hilde 600den kiigiik tamkare sayilar,

1%, 22, 3%, ..., 24% olup 600den kiigiik pozitif bolenlerinin sayisi tek say1 olan 24 tane say1 vardir.

Ornek:

Yeni agilan bir bilim ve sanat merkezinde kurula-
cak olan bilisim atdlyesinde, 6grencilerin malzemele-
rini koyabilmeleri i¢in dijital kilitleri olan 1'den 100%e
kadar numaralandirilmis dolaplar verilmistir. Ancak
yazilimsal bir hata sonucu, dolaplardan birinin sifresi
girildiginde (yani dolap agildiginda ya da kapandi-
ginda), o dolabin numarasinin kat1 olan dolaplarin
da kilidi agiksa kapanryor, kapaliysa aciliyor. Ornegin
5 numarali dolap agildiginda ya da kapandiginda, 10,
15, 20, 25, ... numarali dolaplar da agiksa kapaniyor

kapaliysa agiliyor.

Bu bilisim atélyesinde tiim dolaplar kapatildiktan sonra sifreleri 6grencilere verilmistir. Ogrenciler 1 nu-
marali dolaptan baglamak tizere sirasiyla sifrelerini girdiklerinde hangi dolaplar agik kalir?

cozum:

Burada 6nemli olan her dolabin kag defa a¢ilip kapandigidir. Eger dolabin a¢ilip kapanma sayis1 bir tek say:
ise dolap agik kalacaktir. Eger dolabin agilip kapanma sayisi bir ¢ift say1 ise dolap kapali kalacaktir. Yani bir
dolabin numarasi kag tane sayiya boliintiyor, buna bakilmalidir. Bu ise pozitif bolen sayisidir.

Ornegin 24 numarali dolap, {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} numarali dolaplar acilip kapandiginda yani 8 defa acilip
kapanacaktir. Oyleyse 24 numarali dolap kapali kalacaktir.

Ornegin 36 numarali dolap, {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36} numarali dolaplar a¢ilip kapandiginda yani 9 defa
acilip kapanacaktir. Yani 36 numarali dolap a¢ik kalacaktir.

Yalnizca tamkare sayilarin pozitif bolen sayisi tek sayidir. Boylece dolap numarasi yalnizca tamkare olan
dolaplarin acik kalacagi sonucuna ulasiriz. Yani sonug olarak 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 numarali do-
laplar agik kalacaktir.

Ornek:

Pozitif tam bolenlerinden tam olarak 4 tanesi tamkare olan bir pozitif tam sayisinin pozitif tam bolen sayisi
asagidakilerden hangisi olamaz? (2020-TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat: 1. Asama)

a) 48 b) 56 ¢) 64 d) 72 e) 80
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cozum:

Pozitif tam bolenlerinden tam olarak 4 tanesi tamkare olan say1 A olsun. Bu durumda, A sayisinin garpan-
larina ayirilmis sekli asagidaki durumlardan biri olabilir.

A=p’-p)-p,...p ise T(A) =342 olmal. a) 48 =3 -4 -2 bu sart1 saglar.
A=Pf-p,...p ise T(A) =72 olmal. b) 56 = 7 - 2° bu sart1 saglar.
A=p/-p,...p, ise T(A) = 8 - 2" olmal. c) 64 = 8 - 2° bu sart1 saglar.
A=pl-pl-p,...p ise T(A) =332 olmal. d) 72 =3 -3 - 2* bu sart1 saglar.

A=p3-pl-p,...p ise T(A) =4-4- 2% olmalu.

80 yukaridaki durumlardan hi¢birini saglamaz. Dogru yanit e) 80 segenegidir.

Ornek:

Pozitif tam bolen sayis1 15 olan en kiigiik pozitif tam sayinin rakamlar1 toplami kagtir?
(2019-TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat: 1. Asama)

Coézum:
Pozitif tam bolen sayis1 15 olan say1 A olsun. Bu durumda, A sayist
A =p?- q*veya A = p" seklinde olmalidir.

Bu sartlardaki en kii¢iik A pozitif tam sayisi ise, A = 32 - 2* = 144 olup rakamlari toplam1 1 + 4 + 4 = 9dur.

Ornek:

Verilen bir sayinin karesini boliip kendisinden kii¢iik olan kag say1 vardir?

Coézum:
Verilen sayiya A diyelim. p , p,, ...., p, farkli asal sayilar ve a , a , ...., a, pozitif tam sayilar olmak iizere,

A=ph-pP...plrolsun. A%=p > . p> ... p 2 olur. A”sayisinin pozitif bolenlerinin sayisi,

T(A?) = (2a, + 1) 2a, + 1) .... (2a, + 1) olup bu pozitif bolenlerden biri A’dir. A* sayisinin A disindaki
pozitif bolenlerinden yaris1 A’dan kiigiik ve diger yarist da A’dan biiyiik olacaktir. Ornegin A = 6 olsun. Bu
durumda A? sayis1 36 olacak ve 36’n1in pozitif bolenleri: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36 olup bu sayilardan 4 tanesi
6’ dan kiigiik ve yine 4 tanesi de 6’dan biytiktiir.

O halde, A* say1sinin A’dan kiigtik pozitif bolenlerinin sayisi,

(2a; + 1)(2a, + 1) .. 2a + 1) -1 (A?)-1
5 =

olarak bulunur.

164




CEBIR VE SAYILAR TEORISI

Ornek:

20167 sayisin1 boliip 2016’y1 bolmeyen 2016'dan kiigiik kag pozitif tam say1 vardir?
(2016-TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyati 1. Asama)

Coézum:
Oncelikle 20167 say1sinin pozitif bolenlerinin sayisini bulalim.
20162 = (2°- 3% - 71)?
=210, 54,72

seklinde asal ¢arpanlarina ayirilir. Su halde 2016 sayisinin pozitif bélenlerinin sayisi
17(20161) =(10+ )4+ 1)(2+ 1)

=11.5-3

=165

bulunur. Bu pozitif bélenlerden biri 2016’d1r. 2016 sayisinin 2016 digindaki pozitif bolenlerinden yaris
2016’dan kiigiik ve diger yarist da 2016’dan biiyiik olacaktir. Yani

2016* sayisinin 2016’dan kiigiik pozitif bolenlerinin sayist: 165-1_ 82 tanedir.
Simdi, 2016 sayisinin pozitif bolenlerinin sayisini hesaplayalim.
2016 =2°-3*.7!
biciminde asal carpanlarina ayirdigimizda, 2016 sayisinin pozitif bélenlerinin sayisi
1(2016)=(5+1)2+ 1)(1 + 1)
=6-3-2
=36

oldugu goriiliir. Bu 36 tane bolen igerisinden biri sayisinin kendisidir. Oyleyse 2016 sayisinin 2016’dan
kiigiik pozitif bolenlerinin sayisi: 36 - 1 = 35 tane olur.

O halde sonug olarak 2016 sayisin1 boliip 2016’y1 bolmeyen 2016’dan kiigiik pozitif tam sayilarin sayzist,
82 - 35 = 47 olarak bulunur.

EK ETKiINLiK ONERISi

Aragtirma Sorular:

o “I'den biiyiik her tam sayi, asal sayilarin ¢arpimi olarak yazilabilir ve bu yazilis tek tiirliidiir” Bu yaziligin
tek tirld oldugunu gosteriniz.

Bir sayinin pozitif bolenlerinin toplami nasil bulunur?
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Bir sayinin pozitif bolenlerinin ¢arpimi nasil bulunur?

« 1/2ve 1/5’in ondalik agilimlar1 bir adim sonra biter. Clinkii bu iki kesir devirsiz ondalik say1 olarak yazi-
labilir. Diger biitiin p asal sayilar igin 1/pnin ondalik agilimi asla sona ermedigi aritmetigin temel teore-
mi kullanilarak gostermeye yonelik galigmalar yapilabilir.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. 72=2%.32,120=2%-3".5',450 =2'- 3*. 52,1500 = 2*- 3' . 5°

2. 15! =2".36.5°

3. Etkinlik ierisinde verilmistir.
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Etkinlik Formu

1. 72,120, 450, 1500 sayilarini asal ¢arpanlarina ayiriniz.

2. 15! sayisin1 asal ¢arpanlarina ayiriniz.

3. Asagidaki tabloda verilen sayilar ile ilgili asagidaki adimlar uygulanacaktir.

1. Adim: Her sayinin asal ¢arpanlara ayirilmis seklini ilgili siituna yaziniz.

2. Adim: Her sayinin pozitif bolenlerini ilgili stituna yaziniz.

3. Adim: Her sayinin pozitif bolenlerinin sayisini ilgili stituna yaziniz.

Asal Carpanlara
Ayirimis Sekli

Pozitif Bolenleri

Pozitif
Bolenlerinin Sayisi

10

12

360

Verilen sayinin pozitif bolenlerinin sayist ile asal garpanlara ayirilmig héli arasindaki iliskiyi gozlem-

leyiniz. Pozitif bolen sayisini kisaca bulabilecegimiz bir yol gorebildiniz mi?

4. 1368 sayisinin kag tane pozitif boleni vardir?

5. 3600 sayisinin pozitif bolenlerinden kag tanesi tek sayidir?

6. 9000 sayisinin pozitif bélenlerinden kag tanesi ¢ift sayidir?

7. 3600 sayisinin pozitif bolenlerinden kag tanesi 12’nin katidir?

8. iki say1 birbirinin kendisi hari¢ pozitif bélenleri toplamina esitse bu sayilara arkadas sayilar denir.

Buna gore 1184 ile arkadas olan say1y1 bulunuz.

9. 2400...0 sayisinin pozitif tam bolenlerinin sayis1 108 olduguna gore, sondan kag basamag sifirdir?
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Etkinlikle ilgili tim materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIK ADI : OKLID ALGORITMASI VE EBOB-EKOK
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/BolUnebilme ve EBOB-EKOK
KAZANIMLAR : 1. Tam bolunebilme ile ilgili cikarimlarda bulunur.

2. Boélmenin algoritma olarak adlandirmasinin sebebini
aciklar.

3. Oklid algoritmasi ile iki sayinin EBOB'unu iliskilendirir.

4. EBOB ile ilgili ¢ikarimlarda bulunur.

5. Tam sayllarda EBOB ve EKOK ile ilgili uygulamalar yapar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Tam bolunebilme cebirsel olarak ifade edilerek 6grencilerin tam bolUunebilme
ozelliklerini dogrulamasi hedeflenmektedir. Bolme isleminin sonlu bir islem dizi-
si olmasindan hareketle farkli 6rnekler Gzerinden algoritmik yapi olarak adlandi-
rildigini kesfettirmek amaclanmaktadir. Carpanlara ayirmanin zor oldugu buyuk
sayllar icin 6grencilerin Oklid algoritmasinin kullanisliigini fark etmesi hedeflen-
mektedir. “Ardisik iki tam sayinin EBOB'u 1'dir.”, “m ile n aralarinda asal ise m + niile
m-n de aralarinda asaldir” gibi ¢cikarimlari elde etmeye ydnelik calismalara yer
verilir. ax + by = ¢ seklinde yazilan iki bilinmeyenli birinci dereceden denklemlerin
tam sayl ¢cozUmlerinin varhgi ile katsayilarin ortak boleni arasindaki iliskinin kes-
fettirilmesi amaclanmaktadir. Tam sayilarda EBOB ve EKOK ile ilgili gercek hayat
problemleri ¢ozUlmesi hedeflenmektedir. Elektronik tablolarda bulunan EBOB ve
EKOK fonksiyonlarindan yararlanmasina yonelik uygulamalara yer verilir.

Baslarken...

bollinen bolen

Soldaki resimde bir bolme islemi goriilmektedir. Boliinen ve bolenin tam

nim say1 oldugu bir bolme isleminde béliinen negatif olabilir mi? Tabii olabilir, peki

bélim
r lenebilir? Boliim de negatif olabilir. Ancak en 6nemli sartimiz kalanla ilgilidir.
Kkalan Kalanli bolme yaparken n sayisinin m sayisina boldiigiimiizde kalanin m’nin
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mutlak degerinden kiigiik bir dogal say1 olmasini istiyoruz. O halde bu sartlara uyarak asagidaki bolme islem-
lerini kalanl olarak yapiniz.

e 29’u 6’ya kalanh béliin.
e 29’u-6’ya kalanh bdéliin.
o -29’u 6’ya kalanl bdliin.

o -29’u -6’ya kalanl1 boliin.

. 29=6-4+5seklinde yazilabilir. Kalan 0 <5< |6| sartini saglamaktadir.
29 =(-6)-(—4) +5 seklinde yazilabilir. Kalan 0 <5< |—6| sartini saglamaktadir.
—29=6-(-5)+1 seklinde yazilabilir. Kalan 0 <1<|6| sartini saglamaktadur.

—29=(=6)-5+1 seklinde yazilabilir. Kalan 0 <1<|-6| sartini saglamaktadir.

Goriildiigh iizere boliinen, bolen ve bolim tam say1 olurken kalan bélenin mutlak degerinden kiigiik bir
dogal sayidur.

Teorem: (Bolme Algoritmasi): m,n € Z ve m # 0 olsun. O zaman

0Sr<|m| ve n=qm+r

kosullarini saglayan ¢,7 € Z vardir ve bu kosullar1 saglayan ¢ ve r tam sayilari tektir.

Tam sayilarda bélme islemi yapmaya yonelik érneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 1).

Ornek:

w Tek sayilarin genel formunu bélme algoritmasini kullanarak gosteriniz.

Coézum:

Tek say1 2 ile kalansiz boliinemeyen sayilardir. Diger bir ifade ile 2 ile boliindiigiinde 1 kalanini veren sayi-
lara tek sayilar denir. O halde bolme algoritmasina gore n bir tek tam say1 ise her m tam sayisti¢in 7 = 2m +1
seklinde gosterilir. Tek tam sayilar n = 2m —1 olarak da ifade edilebilir.
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Ornek:

w Bir tam sayimnin karesinin 5 ile boliimiinden hangi kalanlar elde edilemez?

Coézium:

I’l=5kise(5k)2=25k2
2 2

n =5k +1ise (Sk+1)° = 25k> +10k +1
2 2

n=5k+2ise(5k+2) =25k +20k +4
2 2

n=5k+3ise 5k +3)" =25k +30k +9

n=5k+4ise (Sk+4)" =25k + 40k +16

olduguna gore 5 ile boliimiinden kalanlar {0,1,4,9,16} yani {0,1,4}’tiir. O halde 2 ve 3 kalanlar1 elde edile-
mez.

Tam sayilarda bélme islemi yapmaya yonelik érneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 4).

Tam Bélinebilme

Eger bir tam sayi, herhangi bir tam sayiy1 kalansiz boliiyorsa buna tam bélinme denir. Dolayisiyla
n=gm+r esitligindeki » =0 olur ve n =mgq olarak yazilabilir.

— TR0

Herhangi n ve m #0 tam sayilar1 igin n = gm olacak sekilde bir g € Z varsa, m,n’yi boler denir ve

m|n seklinde gosterilir. Aksi halde m,n’yi bolmez denir ve m t n ile gosterilir.

Ornegin; 4/16,-4|20, —4|—24 iken 4 t 174dir.

w Asagidaki tam bolme ile ilgili verilen 6zellikleri inceleyiniz. Farkli
m,n € 7 -{0} i¢in 6rnekler vererek dogruluklarini kesfediniz.

1. m|0, 1|n
2. n| " (Yansima Ozelligi)
3. a|1 olmast i¢in gerek ve yeter sart @ = F1 olmasidur.

171



MATEMATIK

4. Eger m|nve k|lise mk| nl dir.
5. Eger mk|nk ve k #0ise m|n’dir.

6. Eger m|nve n|k ise m|k’dir. (Gegisme Ozelligi)

7. m|nve n|molmast igin gerek ve yeter sart 1= F1 olmasidr.
8. Eger m|nve n#0ise |m| <|n|dir.

9. Eger m|nve m|kise Vx,y € Zigin m|nxF kydir.

10. Eger m|nve m|k F nise m|k

11. Eger m|nise, a € Z igin, m”|n” olur.
ispat:

9. m|nise n=rmve m|kise, k=sm olacak sgekilde r ve s tam sayilar1 vardir. Buna gore

nx ¥ ky = rmx ¥ smy = m(rx F sy) oldugundan m| nx ¥ ky olur.

10. m|nise n=rmve m|k$nise k ¥n=smolacak sekilde r ve s tam sayilar1 vardir. Buna gore,

k =smFn=smFrm=m(sFr)oldugundan, m|k olur.

Ornek:

7| 2x+3y < 7|x+ 5y oldugunu gosteriniz.

Coézum:
7|2x+3y = 7|11(2x+3y) = 7|22x+33y = 7|x+ 5y olur.
Diger taraftan, 7|x+5y = 7|2(x+5y) = 7|2x+10y = 7|2x+3y olur.

Ornek:

Kag farkli n tam sayisi igin, bir tam say1 olur? (UIMO-2007)

cozum:
3n—5|5n—17ise 3n—5|3(5n—~17) - 5(3n—5) =26 olur.
3n-5e{-1,1,-2,2,-13,13,-26,26} olur. n tam sayis1 olduguna gore n € {1,2,6,—7} elde edilir.
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Tam sayilarda tam bdlme isleminin 6zellikleri ile ilgili drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 6).

En Buytik Ortak Bélen

Kenar uzunluklari 12 br ve 16 br olan dikdortgen seklindeki bir banyonun zemini eg kareler seklindeki
fayanslarla kaplanacaktir. En az sayida fayans kullanilmasi igin her bir karenin kenar uzunlugu kag br
olmaldir?

Bu sorunun ¢6zimu icin 6grencilerin etkinlik karekodu igerisindeki EBOB E] y E]
etkinligini agarak dinamik matematik yaziimi ile denemeler yapmasi istenir. |
n siirglisi hareket ettirilerek eg karelerin bir kenarinin uzunlugunun en buyuk
olmasini saglayacak durum kegfettirilir.

n=4 oldugunda zeminin hig bosluk kalmadan kaplandigi gozlenir. O hélde 12 E] Gl 0 I
ve 16'y1 bélen en blyiik sayinin 4 oldugu gorulur.

—TAQOC

En az biri sifirdan farkl iki veya daha fazla tam sayinin pozitif ortak bolenlerinin en biiytigiine bu sa-
yilarin en biiyiik ortak bdleni denir. Kisaca “EBOB” ile ifade edilir.

Etkinlikte n siirgiisiiniin 1 ve 2’ye getirildiginde de fayanslarin tiim zemini kapladig1 gozlemlenir. Ancak bu

sartlar1 saglayan en bityiik fayans boyu istendiginden cevap 4’tiir. Dolayisiyla EBOB(12,16) = 4 ’tur.
Ogrencilere 12 ve 16 sayilarini bélen en biiyiik sayiy1 bulabilecekleri farkli yontemler diisiinmeleri istenir.

Birinci yontem olarak sayilarin bélenleri bulunur ve aralarindan en biiytigii segilir;

12 —-12,6,4,3,2,1

16 > 16,8,4,2,1 oldugundan EBOB(12,16) = 4 olarak bulunur.
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Ikinci yéntem olarak iki say1 asal ¢arpanlarina ayrilir.
12=2%-3

16 =2*
Her iki say1y1 olusturan ortak asal ¢arpanlardan kuvveti kii¢iik olanlar ¢arpilir ve EBOB bulunur. 2’=4

oldugundan EBOB(12,16) = 4 olarak bulunur.

Uglincii ydntem olarak Excel programi agilarak A1 ve B1 hiicrelerine sayilar girilir ve C1 hiicresi segilerek
/. kismina =OBEB(A1;B1) yazilir. Program segilen hiicrelerdeki sayilarin EBOB’unu otomatik olarak bul-
maktadir.

Dosya  Giris Ekle Sayfa Diizeni Formiiller Veri Gozden Gegir Gorinim Yardim

E 3 E J- | =OBEB(A1;B1)

~Eh
I
.
g
=)
.
.
.
.
_

En Biyik Ortak Bolen ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 7, 8).

Dérdiincii yontem Oklid Algoritmasini kullanmaktir. Bu yontemin ¢alisma prensibini anlamak i¢in agag1-
daki etkinlige yer verilir.

Oklid Algoritmasi

Ogrencilerin kagittan 32 cmlik bir serit kesmeleri istenir. Daha sonra 12 cmlik bir serit daha
kesmeleri istenir. Problem ciimlesini su sekilde ifade ediyoruz: “Ug uca eklendiginde 32 cm'lik ve 12

cm’lik bu iki seridi de olugturabilecek en uzun gerit uzunlugu kactir?” O halde bir sayi belirlenmesi
gerekiyor ki bu sayi her iki sayryi da bélecek en buyik sayr olmal.
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Herhangi bir islem yapmadan ilk 6nce su sorunun cevabini dusinelim. “12cm’lik seridi
olusturabilecegimiz en uzun seridin boyu kag cm'dir?” Bu sorunun ilk akla gelen cevabi 12'dir. O
halde yeterince sansliysak 12 cm’lik seritlerle her ikisini de olusturabiliriz. Eger olusturabilirsek
sorun ¢ozilmis demektir. O zaman 12 cm'lik gubugu 32 cm'’lik gubugun tzerine kag adet ihtiyacimiz
varsa o kadar yerlestirelim. Ancak amacimiza ulagamadik ¢iinki 8 cm'lik bir gerit artti.

Simdi su sekilde diigiinelim. 32 cm'lik gubugun 24 cm'lik kismiri zaten
12 cm'lik gertilerle kapladim. Sorun olan kisim 8 cm'lik parga. O halde
problemimizi su sekilde giincelleyelim: “Ug uca ekleyerek 12 cm ile 8
cm'lik bu iki seridi de olugturabilecek en uzun serit uzunlugu kagtir?” O
zaman yukarida yapmig oldugumuz iglemleri bu sefer 12 cm ve 8 cm'lik
seritler igin tekrarlayalim.

8 cmlik geridi 12 cm'lik seridin (izerine koyallm ve kag adet ihtiyacimiz varsa
o kadar yerlestirelim. Ancak yine amacimiza ulagamadik ve 4 cm serit artt.
12 cmlik geridin 8 cmlik kismi zaten kapladik. Sorun olan kisim geri kalan 4
cm’lik parga. O halde problemimizi su sekilde giincelleyelim: “8 cm ile 4 cm’lik bu
iki seridi de olugturabilecek en uzun serit uzunlugu kagtir?” O zaman yukarida
yapmig oldugumuz iglemleri bu sefer 8 cm ve 4 cnlik seritler igin tekrarlayalim.

4 cm'lik seridi 8 cmlik geridin Gizerine koyalim ve kag adet ihtiyacimiz varsa o kadar yerlestirelim.
Bu sefer amacimiza ulastik ve 4 cmllik seritlerle 8 cm'lik seridi tam olarak olusturduk.

O hélde problemimizi su sekilde ¢ézmiis olduk: 4 cm'lik seritler 12 cm ve 32 cm uzunluktaki
geritlerin her ikisini de olugturabilecek en uzun boydaki seritlerdir.
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AN 1M

Oklid Algoritmasi ile EBOB’un Bulunmasi

Bo6lme algoritmasinin art arda uygulanmasiyla;

n=mq,+r,0<r<m
m=nq,+5,0<n <r
h=ng;+r,0<n <

t,

io =haq, T 1,057 <

T =6 T, 0=1,

elde edilecektir. Bu algoritmaya Oklid Algoritmasi denir. Burada, kalanlar, goriildiigii gibi 7i>725-+ 57> 0

olmaktadir. 0 kalanindan 6nce elde edilen son kalan olan 7k sayis1 EBOB(n,m) i vermektedir.

3
° A " I , *

Simdi yukaridaki serit etkinligini Oklid algoritmasini kullanarak tekrar yapalim. Problemimiz; “32

ve 12'yi bolen en biiyiik sayi kagtir?” seklindedir. Diger bir ifade ile £BOB(32,12) kagtir?

32=12-2+8,0<8<12
12=8-1+4,0<4<8

8 =4-2+ 0elde edilir. O kalanindan 6nceki son kalan olan 4; 12 ve 32'nin EBOB’unu vermektedir.
EBOB(32,12) = 4 tjr.

Teorem:

Herhangi x ve y tam sayilar1 icin EBOB(a,b) = EBOB(a,ax+by) esitligi vardir.

ispat:

EBOB(a,b) =d ve EBOB(a,ax+by) =k olsun. d | aved | b oldugundan, d | ax + by olacaktir. O halde,

d | k olur. Diger taraftan, k| ave k

ce, k| ax—(ax+by)=—byise k|b olur. Bu durumda, k|d olur. Boylece d | k ve k| d oldugundan k =d olur.
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Ornek:

Etkinlik Formu Soru 9

EBOB(60,105) = ?
EBOB(60,105) = EBOB(60,105 - 60) = EBOB(60,45) = EBOB(60—45,45) = EBOB(15,45) =15

Oklid Algoritmasr ile ilgili drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 10).

Ornek:
EBOB(15,64) ifadesinin degerini Oklid algoritmasi kullanarak bulunuz.

Coézum:
64=15-4+4
15=4-3+3
4=3-1+1
3=1-3+0; 0 kalanindan 6nceki son kalan olan 1; 15 ve 64’tin EBOB’unu vermektedir.
EBOB(15,64) =1dir.

“15 ve 64 sayilarinin arasinda nasil bir iliski vardir?” sorusu ile 6grencilerin aralarinda asal sayilarin en
biiyiik ortak béleninin 1 oldugunu kesfetmeleri beklenir.

Oklid Algoritmas ile aralarinda asal sayilarin EBOB’unun 1 bulunacag érneklere yer verilir
(Etkinlik Formu Soru 11).

Etkinlik Formu Soru 11’in ¢6ziimiinden sonra ardigik sayilarin aralarinda asal oldugu bilgisinden ardisik
sayilarin EBOB’unun 1 oldugu fark ettirilir.

Ornek:

2
n°+3n+l
w ————— ifadesinin sadelestirilemez oldugunu gosterin.
n°+4n+3

Ccozum:
EBOB(n* +4n+3,n" +3n+1) =1 oldugunu gostermeliyiz.
n+4n+3=1-(n* +3n+1)+(n+2)

n+3n+l=n-(n+2)+(n+1)
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n+2=1-(n+1)+1
n+1=1-n+ 1+ 0 olarak yazilabilir. 0'dan 6nceki son kalan 1 olduguna gore

EBOB(n* +4n+3,n” +3n+1) =1dir. Dolayisiyla verilen ifade sadelesemez.

En Klucuk Ortak Kat

Kenar uzunluklari 3 br ve 4 br olan dikdortgen seklindeki fayanslar ile kare seklindeki bir banyo
zemini kaplanacaktir. Fayanslarin yerlegstirilebilmesi icin banyonun zemininin bir kenar uzunlugu en

az kag br olmalidir?

Bu sorunun céziimii igin dgrencilerin etkinlik Karekodu icerisindeki EKOK  [8) 210
etkinligi icin dinamik matematik yazilimi ile denemeler yapmasi istenir. n ve " :
m sirguleri hareket ettirilerek kag adet fayans ile kare seklinde bir banyonun
kaplanabilecegdi kesfedilir.

n=3 ve m=4 igin bir kare yapilabildigi gorulur ve karenin bir kenarinin 12
br oldugu fark edilir. 12 br; 3 br ve 4 br'in en kiiglk ortak kati olarak bulunur.

B 1T

En az biri sifirdan farkl: iki veya daha fazla tam sayinin pozitif ortak katlarinin en kiigtigiine bu sayila-
rin en kiigiik ortak kat1 denir. Kisaca “EKOK” ile ifade edilir.

Etkinlikte n siirgiisii 6’ya ve m siirgiisii 8¢ getirildiginde bir kenar1 24 br olan bir kare olusturulabilir.
Ancak bu sartlar1 saglayan en kiigiik kare banyo boyunun kenari istendiginden cevap 12 brdir. Dolayisiyla
EKOK (4,6) =12 dir.

Ogrencilere 4 ve 6 sayilarinin en kiigiik ortak katini bulabilecekleri farkli yontemler diisiinmeleri istenir.
Birinci yontem olarak sayilar1 katlar1 bulunur ve aralarindan en kiigiigii segilebilir;
4—4,8,12,16,20,24,...

6 —6,12,18,24,30,...oldugundan EKOK (4, 6) =12 olarak bulunur.

Ikinci yontem olarak iki say1 asal ¢arpanlarina ayrilir.

4=2°

6=2-3
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Her iki say1y1 olusturan asal carpanlardan kuvveti biiyiik olanlar carpilir ve EKOK bulunur. 2*-3=12
oldugundan EKOK (4,6) =12 olarak bulunur.

Ugiincii yontem olarak elektronik tablo yazilimi acilarak A1 ve B1 hiicrelerine sayilar girilir ve C1 hiicresi
secilerek f: kismina =0OKEK(A1;B1) yazilir. Program segilen hiicrelerdeki sayilarin EKOK unu otomatik ola-
rak bulmaktadur.

Dosya Girig Ekle Sayfa Diizeni Formiiller Veri

C1 . fi | =OKEK(A1:B1)

En Kiglik Ortak Kat ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 13, 14).

EBOB ve EKOK Ozellikleri
a ve b en az biri sifirdan farkls iki veya daha fazla tam say;; EBOB(a,b) =d ve EKOK (a,b) = r olmak

lzere;
1. d |a ve d |b.
2. EBOB(a,b)=EBOB(-a,b) = EBOB(a,—b) = EBOB(-a,—-b)
3. a=dxve b=dy olacak sekilde aralarinda asal x ve y tam sayilar1 vardur.
4. c|a ve c|bise c|d olur.

5. a

c, b|cve EBOB(a,b)=1ise a-b|c olur.

6. a| rve b| 7 olur.

7. aveya bden herhangi biri sifir ise, EBOB(a,0) = |a| dir.
8. EBOB(a,b)- EKOK(a,b)=a-bdir.

EBOB ve EKOK ile ilgili 6rneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru 15-18). I
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Metin tabanl yaziim programi kullanilarak EBOB fonksiyonunu yaziniz.

def ebob(a,b):
if(b==0):
return a
else:
return ebob(b,a%b)
a=12
b=16
print(“{} ile {}'nin EBOB'u {}".format(a,b,ebob(a,b)))
Program Ciktisi

12 ile 16’'nin EBOB'u 4

Metin tabanl yaziim programi kullanilarak EKOK fonksiyonunu yaziniz.

def ebob(a,b):
if(b==0):
return a
else:
return ebob(b,a%b)
def ekok(a, b):
return (a / ebob(a, b)) * b
a=4
b=6
print(“{} ile {}'nin EKOK'u {}".format(a,b,ekok(a,b)))
Program Ciktisi
4 ile 6'nin EKOK'u 12.0
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EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari
o Tam sayilarda tam bolme igleminin 6zelliklerini ispatlayiniz.
« Bolme algoritmasinin ispatin1 aragtiriniz.

« EBOB ve EKOK ile ilgili 6zellikleri ve teoremi ispatlayiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

. Etkinlik i¢erisinde verilmistir.

. Etkinlik icerisinde verilmistir.

. Uygulama

{FL,72,74,75,F10,F20} olmak iizere 124dir.

. Etkinlik icerisinde verilmistir.

. 1350

.7

. EBOB(50%,60°)=2%.5%

EKOK(5060,6050) — 2100 .350 X 5120
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Etkinlik Formu

1.

Asagida verilen bolme islemlerini yapiniz.

44
44
44
44

. Tek sayilarin genel formunu bolme algoritmasini kullanarak gosteriniz.
. Bir tam sayinin karesinin 5 ile bolimiinden hangi kalanlar elde edilemez?
. X, 3e bolinmeyen bir tek say1 ise X 'nin 3% bolimiinden kalan kagtir?

. Asagidaki tam bolme ile ilgili verilen 6zellikleri inceleyiniz. Farkli m,n € Z igin 6rnekler vererek

dogruluklarini kesfediniz.

1. m|0, 1|n

2. n| n (Yansima Ozelligi)

3. a| 1 olmast igin gerek ve yeter sart @ = F1 olmasidir.
4. Eger m|n ve k|lise mk|nl dir.

5. Eger mk|nk ve k #(0ise m|n dir.

6. Eger m|n ve n|k ise m|k’dir. (Gegisme Orzelligi)

7. m| n ve n| m olmasi i¢in gerek ve yeter sart m = Fn olmasidir.
8. Eger m|n ve n#(ise |m|£|n|dir.

9. Eger m|n ve m|k ise Vx, y e Zigin m|nx¢ky’dir.
10. Eger m|n ve m|k T n ise m|k

11. Eger m|n ise, a € Z i¢in, m“|n" olur.

3n-8

6. n bir tam say1 olmak iizere I kosulunu saglayan kag farkli n degeri vardir?
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. Bir firma boyutlar1 72 m ve 120 m olan dikdortgen seklindeki salonun zeminini hali ile kaplaya-
caktir. Bu is i¢in es olgiilii olacak sekilde en az kag adet kare seklinde hal1 parcasi kullanilacagini
bulunuz.

. Bir sayinin 20 ile EBOB’u 5 ve 28 ile EBOB’u 7’ye esitse, bu sart1 saglayan 100'den biiyiik en kiigiik
say1 kagtir?

EBOB(60,105) = ?
. EBOB(791,12543) =?

. EBOB(89,90) =?

n’ +3n+1

> ifadesinin sadelestirilemez oldugunu gosterin.
n +4n+3

. Boyutlar1 12 cm, 18 cm ve 20 cm olan tuglalarin en az kag tanesiyle bir kiip olusturulabilir?
. Hizlar1 dakikada 20 m, 30 m, 50 m olan {i¢ kosucu 600 nr'lik dairesel bir pistte ayn1 anda ayn1
noktadan ayni yone kosmaya bagliyorlar. Tekrar {i¢li yan yana geldigi ana kadar hizli olan kag tur

atmugtir?

. a>b ve EKOK(a,b)— EBOB(a,b) =28 kosullarini saglayan kag farkli (a,b) pozitif tam say1
ikilisi vardir? (Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat1 -2020)

. 60% sayist ile 50% sayisinin EBOB’unu ve EKOK’unu bulunuz.

. m ve n pozitif tam sayilar olmak tizere,

EBOB(m,n)+ EKOK (m,n) =289 ve m+n# 289 oldugunu biliniyor. Buna gére m+n toplami kag-
tir? (AYT-2021)

. 1, 10" ve 16" sayilarimin en kiiciik ortak kat1 20°° olacak sekilde kag farkli n pozitif tam say1si
vardir? (Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyati -2021)
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : BOLUNEBILME KURALLARI

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/BoélUnebilme ve Ebob-Ekok
KAZANIMLAR : Bolunebilme kurallarini ispat eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

2,3,4,5,7,8,9,10,11 gibi sayilara bolunebilme kurallarinin moduler aritmetik 6zel-
likleriyle ispatlanmasi amacglanmaktadir. Bélunebilme kurallarini siniflandirma (3
ve 9 ile bolunebilme icin rakamlar toplami 2, 4, 5, 8,10, 16 ile bolunebilme icin son
basamaklarini inceleme vb.) calismalarinin ve farkli bélunebilme kurallarinin uy-
gulamalarinin yapilmasi hedeflenmektedir.

Baslarken...

Iskog bilim insan1 ve matematikgisi olan John Na-
pier (1550 — 1617) matematik islemlerini basitles-
tirmek icin yaptig1 ¢aligmalar sonucunda “Napier

Kemikleri” ad1 verilen bir hesaplama sistemi gelistir-
mistir. “Napier Cubuklar1” olarak da adlandirilan sistem
sayesinde insanlarin zorlandig1 ¢arpma, bolme ve karekok
alma gibi islemleri kolayca yapilabilir héle getirmis ve o zaman-
ki ticarette sik¢a kullanilmistir. Ozellikle uzun sayilarin bélme isle-
minde sagladig1 kolaylik sayesinde, kullandig sistem giiniimiize kadar
gelmistir.

Matematik dersi sirasinda Ozhan, 6gretmeninin “Sifir haric biitiin rakamlara béliinen en kiigiik
dogal say1 nedir?” sorusuna hemen parmak kaldirarak “Sifirdir 6gretmenim, ¢iinkii bir giin televizyon
izlerken cep telefonu ekraminda arama sirasinda goriilen biitiin sayilarin ¢carpimi sorulmugstu ben de

bilmistim. Ciinkii icinde bir tane sifir bile olsa ¢arpim sifir olur” demistir.
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Ogretmen soruyu “Sifir haric biitiin rakamlara bo-
liinen en kiigiik pozitif dogal say: olarak degistirirsek so-
nug kag olur?” diye sinifa tekrar sormustur. Ogrencilere
bu soruyu rakamlarin ¢arpimi olarak diisiinelim ipucu-
nu verdikten sonra cevabi bulan olup olmadigini sorar,
Ozhan cevabin 2520 oldugunu sdyler.

l +123456789¢ |

Ozhan, soruyu ¢dzerken 2x3x2x5x7x2x3 sayilarini
carptigini soylemistir.

Ogretmen, diger 6grencilere neden Ozhan’in soru-
nun ¢oziimiinii yaparken 4, 6, 8 ve 9 sayilarini kullan-
madigini sorar. Sizce neden kullanmamigtir?

— TAMI

Boliinebilme kavrami, herhangi iki a, b dogal sayilari i¢in, eger a-n=b esitligini saglayan bir n dogal
sayisi varsa a, byi boler (veya a boler b) denir; a | b olarak yazilir.

Bolunebilme Kurallari

Ogrencilere agagidaki sorular sorularak 2 ile béliinebilme kurali kesfettiriimeye calisilir.

a. 2020 adet bilyeyi Ferhat ile Ahmet egit olarak paylagabilir mi?
b. 2021 adet bilyeyi Ferhat ile Ahmet esit olarak paylagabilir mi?

2 ile Boéllinebilme Kural:i:

Bolmek istediginiz sayinin birler basamaginda 0, 2, 4, 6, 8 varsa bu say1 2 ile kalansiz béliinebilir. Kisaca

gift sayilar 2 ile kalansiz béliniir.
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ispat:

Bir pozitif tam sayinin onluk sistemde ¢6ziimlenmesinde onlar ve daha yiiksek basamaklarindaki rakam-
larin basamak degerlerinde 10 ¢arpani olmasindan dolay: 2’nin tam katidir, dolayisiyla 2 ile tam béliiniir. Bu
sayinin 2 ile tam boliinmesi birler basamagindaki rakama baglidir. Yani; birler basamagindaki rakam 2’nin
tam kati ise bu say1 2 ile tam béliiniir, I’ler basamagindaki rakam 2’nin tam kati degil ise bu say1 2 ile tam bo-
liinmez. Ornegin:

ABCDE bes basamakli bir say1 olsun.

ABCDE =10000.A+1000.B+100.C+10.D+E
=2.(5000.A+500.B+50.C+5.D)+E

=2.Kat+E

olur. Bu durumda E sayisi 2 ile béliintirse ABCDE sayisi da 2 ile tam boliiniir.

Ogrencilere agagidaki sorular sorularak 3 ile boliinebilme kurali kesfettiriimeye calisilir.

3'ten 99’a kadar Uger ritmik sayarken olusan sayilardan herhangi beg sayinin rakamlari toplamini
bir kagida yazin. Acaba ortak bir 6zellikleri var mi?

3 ile Béliinebilme Kural:i:

Bolmek istediginiz sayinin tiim rakamlarinin toplami 3’tin katlarini olugturuyorsa bu say1 3’ kalansiz bo-
liinebiliyor denir.

Bunu 6rnekle gosterelim. 5367 sayist i¢in 5+3+6+7=21 bulunur ki 21 sayis1 3’tin kat1 oldugundan bu say1
3’e kalansiz boliinebilir.

Ornegin; Bes basamakli bir sayida kuralin dogrulugunu onluk sistemde ¢oziimleme yaparak gosterelim.
Daha fazla basamakli sayilar i¢in de benzer ¢ozlimler yapilarak 3 ile boliinebilme kurali ispatlanabilir.
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ABCDE bes basamakli bir say1 olsun.

ABCDE =10000.A +1000.B+100.C+10.D
=9999 A+A+999.B+B+99.C+C+9.D+D+E
=3.(3333.A+333.B+33.C+3.D)+A+B+C+D+E
=3.Kat+ A+ B+ C+ D + E olur.

Bu durumda ABCDE sayisinin 3 ile boliinebilmesi igin A+B+C+D+E toplaminin 3’tin kat1 olmasi gerekir.

4 ile Bolunebilme Kuralr:

Bolmek istediginiz sayinin son iki basamagi 00 veya 4’iin katiysa bu say1 4 ile kalansiz boliinebilir. Ornegin;
5400, 6804, 7808, 8812, 9416 sayilarinin son iki basamaklar1 4’tin katlar1 oldugu i¢in bu sayilar 4 ile kalansiz
boliinebilirler.

ABCDE sayisimin 4 ile béliinebilme kuralim bulmaya yénelik uygulamara yer verilir. (Etkinlik For-
mu Soru 1)

9 ile Bélinebilme Kural:

Bolmek istediginiz sayinin tiim rakamlarinin toplami 9’un katlarini olusturuyorsa, bu say1 9a kalansiz bolii-
nebiliyor denir.

3 ile boliinebilme kuralinin ispatinin aslinda 9 ile béliinebilme kuralindan elde edildigi vurgulanir.

1 ile Béliinebilme Kural:i:

Bolmek istediginiz sayinin tiim rakamlarini birler basamagindan baslayarak sirayla +, -, +, -, +, -, ..... ile
isaretlendirerek (¢arpilarak) toplanir. Olusan toplam 11’in katlarini olusturuyorsa bu say1 11 kalansiz bolii-
nebiliyor denir.

ispat:

ABCDE bes basamakli say1 olsun. Coziimleme yaparken 10 ve katlarina en yakin 11 sayisinin katlar1 olan
sayilar1 bularak baglayalim. Ornegin 10.D yerine 11.D-D yazalim.11, 99, 1001, 99999 sayilar1 11’in katlardir.

ABCDE =10000.A +1000.B+100.C+10.D
=9999. A+A+1001.B-B+99.C+C+11.D-D+E
=(9999.A+1001 .B+99.C+11.D)+A-B+C-D+E

=11.Kat+A-B+ C-D + E olur.
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Bu durumda ABCDE sayisinin 11 ile tam boliinebilmesi i¢in A - B + C - D + E sayisinin 11 ile tam boliin-
mesi yeterlidir. Benzer sekilde genellestirme yapilabilir.

ABCDEFG alt1 basamakli sayisinin ¢éziimleme yontemiile 11 ile tam bdlinebilme kuralini bu-
lunuz. (Etkinlik Formu Soru 2)

7 ile Béliinebilme Kurali:

Bolmek istediginiz sayinin tiim rakamlarini birler basamagindan baglayarak iigerli gruplara ayiralim. Uger-
li her grubun rakamlarini sagdan baglayarak sirasiyla 1, 3, 2 ile ¢arpalim; ilk iiglii grubun basina art1, sonraki
grubun basina eksi siralamasiyla biitiin gruplardan ¢ikan sonuglari toplayalim. Cikan sonug 7’nin bir kati ise
say1 7 ile tam boliiniir.

Ornegin 16275 sayisinin 7 ile boliimiinden kalani bulalim.
Soruda verilen say1y1 sagdan baslayarak {igerli ayirirsak (16) ve (275) gruplar: olusur.

-(16) +(275)=-(1x3+6x1)+(2x2+7x3+5x1)=-9+ 30 =21 sayist 7nin kat1 oldugundan 16275
31 231

say1st 7 ile tam boliiniir.

ispat:

ABCDE bes basamakli say1 olsun. Coziimleme yaparken 10 ve katlarina en yakin 7 sayisinin katlar1 olan
sayilar1 bularak baslayalim. Ornegin 10.D yerine 7.D+3.D yazalim. 98, 1001, 1001, 10003 sayilar1 7nin katla-
ridir.

ABCDE =10000.A +1000.B+100.C+10.D+E

=10003.A-3.A+ 1001.B-B+ 98.C+2.C+ 7.D+3D+E

=(10003.A+1001.B+98.C+7.D)+(-3.A-1.B)+(2.C+3.D+1.E)

=7.Kat+(-3.A-1.B)+(2.C+3.D+1.E)olur.

Bu durumda ABCDE sayisinin 7 ile tam boliinebilmesi i¢in (-3. A-1.B) + (2. C+3.D + 1. E) sayisinin
7 ile tam boliinmesi yeterlidir. Benzer sekilde genellestirme yapilabilir.

ABCDEFG alt1 basamakli sayisinin ¢éziimleme yontemi ile 7 ile tam bdlinebilme kuralini bu-
lunuz. (Etkinlik Formu Soru 3)
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Ayrica bu kurali daha da kolaylastiran bir sekil olusturalim.

ABCDEFG

H = (H.1+G.10+ F.100) + (E.1000 + D.10000 + C. 100000 + (B. 10000000 + A . 10000000)
1 3 2 6 4 5 1 3
-1 -3 -2

Basamak degerlerinin 7 ile boliimiinden kalanlar sira ile 1, 3, 2, 6, 4, 5 sayilaridir. Bu sira hep tekrar eder.
Bu sayilari bir yedigen {izerine ¢izip ¢ikan sayilari sira ile birbirine ok ile gosterirsek ortaya asagidaki grafik
¢ikar.

4 3

Bir sayimnin 7 ile béliimiinden kalani bulmak i¢in 0 diiglimiinden baslamalisiniz. Her basamak i¢in basa-
magin degeri kadar yedigen etrafinda sayarak ilerliyoruz. Daha sonra basamak degistirdigimiz i¢in kaldigimiz
sayidan kirmizi ok ile gosterilen sayiya gidiyoruz. Eger sayimiz 0 ise oldugumuz yerde kaliyoruz. Bu islemi
sayidaki her basamak i¢in yapiyoruz, sadece birler basamaginda kirmizi ok ile ilerlemiyoruz.

Ornegin sayimiz 346 olsun. 0'dan baglayalim ve 3% gelelim. Daha sonra basamak degistirdigimiz i¢in 3’ten
3’lin tasidig1 kirmizi ok yoniinde 2’ye gelelim. 2'den 4 basamak yedigen etrafinda ilerleyelim. 6 sayisina geliriz.
6dan kirmizi ok yoniinde 6’nin tasidig1 say1 olan 4% ulasiriz. 4ten de 6 basamak yedigen etrafinda ilerledigi-
mizde 346 sayisinin 7 ile boliimiinden kalani olan 3% ulasmis oluruz.

Herhangi bir sayinin 13 ile bélinebilme kuralimi ¢6ziimleme yoluyla bulmaya y6nelik uygula-
malara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4)

x = a.b ve aile b aralarinda asal sayilar olmak tizere bir dogal sayinin x ile boliinebilmesi i¢in hem a’ya hem
de bye boliinebilmesi gerekir.

6 ile boliinebilmesi i¢in hem 2 hem de 3 ile bolinmelidir.
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12 ile boliinebilmesi icin hem 4 hem de 3 ile bolitnmelidir.
15 ile boliinebilmesi icin hem 5 hem de 3 ile boliitnmelidir.
36 ile boliinebilmesi i¢in hem 4 hem de 9 ile bolinmelidir.
18 ile boliinebilmesi icin hem 2 hem de 9 ile boliinmelidir.

45 ile boliinebilmesi icin hem 5 hem de 9 ile bélinmelidir.

B6linebilme kurallarinin kullanildigi sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5-12)

Farklhi Bolinebilme Kurallar::

Boliinebilme kurallar: i¢in bagka kurallar da vardir. 7 ile béliinebilme kurali i¢in farkli bir yontem gelisti-

relim.

Kurali kisaca agiklayalim: {i¢ basamakli sayimiz (abc) olsun. Burada, birler basamagindaki (c) rakamini
ayiralim ve yeni olusan (ab) iki basamakli sayisindan 2.(c) yi ¢ikaralim. Iddiamiz (ab)-2.(c) sayis1 7 ile tam
béliiniirse (abc) sayist da yedi ile tam béliiniir. Ornegin 154 sayist 7 ile tam béliiniir mii? 154 sayisindan 4 ay-
rilip iki kat1 ayrilmamis kisimdan ¢ikartilir. 15-2.4=7 sayis1 7’nin bir kat1 olundugundan 154 sayis1 7 ile tam

boluntr.

Simdi 7 ile boliinme kuralini ifade edelim ve ispatlayalim. 11, 13, 17 ve 19 iginde benzer kurallar gelistire-

lim.

7 ile boélinebilme kuralr:

Ug basamakli sayimiz (abc) olsun.
(ab)-2.(c) sayis1 7 ile tam boliiniiyor ise (abc) sayisi da 7 ile tam boliiniir.

Kural basamak sayisi fazla olan sayilar i¢in de tekrarli islemlerle uygulanabilir.

ispat:

Elde ettigimiz sayu ile ilk verilen (abc) ii¢ basamakli sayisinin 7 ile béliimiinden kalanlarin ayni olacagini

ispat ederek kuralin gegerliligini kanitlayabiliriz.
7 | (ab)-2.(c) olsun. (x |y ifadesi x sayis1 y sayisini tam boler anlamindadir.)
=>7|10.{ (ab)-2.(c)}
=> 7|10. (ab)-20.(c) (buifadeye 7'nin bir kat1 olan 21.c eklemek tam béliinmeyi etkilemeyeceginden)
=> 7|10. (ab)-20.(c)+21.(c)=10.(ab)+c=(abc)

=> 7|(abc)
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Bulunur ki bu durumda iddiamiz ispatlanmais olur.
Ornek:
2261 says1 7 ile tam boliniir mii?

226-2.1=224 islem tekrar edilirse 22-2.4=14 say1s1 7’nin bir kat1 oldugundan 2261 say1s1 7 ile tam boliiniir.

1 ile bélinebilme kurali:

Ug basamakli sayimiz (abc) olsun.

(ab)-(c) says1 11 ile tam boliiniiyor ise (abc) sayisi da 11 ile tam boéliiniir.

ispat:
11| (ab)-(c) olsun. (x |y ifadesi x sayis1 y sayisini tam boler anlamindadir.)
=>11{10.{ (ab)-(c)}
=> 11|10.(ab)-10.(c) (bu ifadeye 11’in bir kat1 olan 11.c eklemek tam boliinmeyi etkilemeyeceginden)
=> 11{10. (ab)-10.(c)+11.(c)=10.(ab)+c=(abc)

=> 11|(abc)

Ornek:

1232 sayist 11 ile tam boliintir mii?

123-2=121 iglem tekrar edilirse 12-1=11 say1s1 11’in tam kat1 oldugundan 1232 sayis1 11 ile tam boliiniir.

13 ile bolinebilme kuralr:

Ug basamakli sayimiz (abc) olsun.

(ab)+4.(c) sayist 13 ile tam boliiniiyor ise (abc) sayis1 da 13 ile tam boliiniir.

ispat:
13| (ab)+4(c) olsun. (x |y ifadesi x say1s1 y sayisin1 tam béler anlamindadir.)
=>13|10.{ (ab)+4(c)}
=> 13|10.(ab)+40.(c) (bu ifadeye 13’tin bir kati olan -39.c eklemek tam boliinmeyi etkilemeyeceginden)
=> 13]10. (ab)+40.(c)-39.(c)=10.(ab)+c=(abc)

=> 13|(abc)

Ornek:
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1014 says1 13 ile tam boliinitir mii?

101+4.4=117 islem tekrar edilirse 11+4.7=39 sayis1 13’iin tam kat1 oldugundan 1014 sayis1 13 ile tam bo-

luntr.

Ornek:

1015 sayist 13 ile tam boliniir ma?

101+4.5=121 islem tekrar edilirse 12+4.1=16 sayis1 13’in tam kat1 olmadigindan 1015 sayis1 13 ile tam
boliinmez.

17 ile bélunebilme kuralr:

Ug basamakli sayimiz (abc) olsun.

(ab)-5.(c) sayis1 17 ile tam béliiniiyor ise (abc) sayisi da 17 ile tam boliinir.

ispat:

17| (ab)-5(c) olsun. (x |y ifadesi x say1s1 y sayisini tam boler anlamindadir.)

=>17|10.{ (ab)-5(c)}
=> 17|10.(ab)-50.(c) (bu ifadeye 17’nin bir kat1 olan 51.c eklemek tam boliinmeyi etkilemeyeceginden)
=>17|10. (ab)-50.(c)+51.(c)=10.(ab)+c=(abc)

=> 17|(abc)

19 ile bélinebilme kurali:

Ug basamakli sayimiz (abc) olsun.

(ab)+2.(c) sayis1 19 ile tam boliiniiyor ise (abc) sayisi da 19 ile tam boliiniir.

EK ETKINLiK ONERISi

Aragtirma Sorular1

Coziimleme yontemi ile 29, 23, 19, 17 gibi sayilar i¢in boliinebilme kurallarini arastiriniz.
Napier’in Kemikleri arastirilip materyal olusturulmasi saglanabilir.

Bezout 6zdesligini arastiriniz.

Bir tek sayinin karesinin 8 ile béliimiinden kalanin 1 oldugunu gosteriniz.

a, b, c tam sayilar olmak {izere a.b + 9b + 81 ve b.c + 9c + 81 sayilar1 2005% boliiniiyorsa c.a + 9a + 81
sayisinin da 2005 boliindiigiinii gosteriniz.
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o Ardisik n tane tam sayidan yalnizca birinin # ile béliindtigiinii gosteriniz.

o aile b tam sayilarinin m dogal sayisi ile boliimiinden kalan 1 ise a.b’nin de m ile boliimiinden kalanin 1
oldugunu gosteriniz.

« atam sayisinin m dogal sayisi ile boliimiinden kalan x ve b tam sayisinin m dogal sayis1 ile boliimiinden
kalan y ise a.b’nin m dogal sayist ile boliimiinden kalanin x.y oldugunu gosteriniz.

o ntekse 10°"+ 1, eger n giftse 10°" - 1 sayilarinin sirasiyla 7’ye ve 13 tam boliindigiint gosteriniz.

KAYNAKLAR
Matematik Terimleri Sozliigii (2010), Ankara Kiltiir, Dil ve Tarih Yiiksek Kurumu, Tiirk Dil Kurumu Yayinlari.

Nesin, A. (ty). http://www.alinesin.org/popular_math/O_6_bolunebilme.doc. Erisim tarihi:17.05.2021

Ozdemir, M. (2010). Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik: Sayilar Teorisi-3. Altin Nokta Yayinlari.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Derecelendirme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabi-
lirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

8. a)l6 b)44

9. {1,2,4,5,7,8}
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Etkinlik Formu

1. ABCDE bes basamakli sayisi igin 4 ile boliinebilme kuralini ¢6ziimleme yoluyla ispatlayiniz.

2. ABCDEF alt1 basamakli sayisi i¢in 11 ile boliinebilme kuralini ¢oziimleme yoluyla ispatlayiniz.

3. ABCDEF alt1 basamakli sayisi igin 7 ile boliinebilme kuralini ¢6ziimleme yoluyla ispatlayiniz.

4. ABCDEF alt1 basamakli sayis1 i¢in 13 ile béliinebilme kuralini bulunuz.
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5. Asagida verilen tabloyu béliinebilme kurallarini kullanarak doldurunuz.

o

6. 7 ile boliinebilme kurali i¢in yapilan grafik gibi 13 ile bo- 3

linebilme kuralinin uygulanabilecegi grafigi olusturabilir
misiniz?

. Yaptiginiz bu grafik ile 2486 sayisinin 13 ile boliimiinden
kalani bulabilir misiniz?

. a457b bes basamakli sayisinin 4 boliimiinden kalan 3,
ayni saymnin 3e boliimiinden kalan 2 ise

a. a+b 'nin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

b. 5a-b 'nin en biiyiik degeri kagtir?

. 5a03b bes basamakli say1sinin 12 ile tam boéliinebilmesi i¢in anin alabilecegi degerler kiimesini bu-
lunuz.

10.18a3b bes basamakli sayisin1 10 ile tam boliinebilmekte , 9 ile béliimiinden kalan 5’tir. Buna gore a
kactir?

1. 7a2b dort basamakli sayisinin 12 ile béliimiinden kalan 2 olduguna gore bu durumu saglayan en
kiigiik dort basamakli say1 kagtir?

12. Dort basamakli ab8a dogal sayilarindan kag tanesi 4 ile boliinebilir?

13. Ug basamakli abc sayisinin 11 ile boliimiinden kalan 7dir. Bu sayinin her rakaminin sayisal degeri
4 arttirilir ve 11% boliiniirse boliim ilk duruma gore kag artar?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIK ADI : FARKLI TABANLARDA iSLEMLER
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Taban Aritmetigi
KAZANIMLAR : Bélme algoritmasi ile sayi tabanlarini iliskilendirir.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, bolme algoritmasi kullanilarak 10'luk tabanda verilen bir sayinin
baska tabanlarda ve baska tabanlarda verilen sayilari onluk tabanda ifade edile-
bilmesi hedeflenmistir. Ayrica baska tabanlarda yazilan sayilar Uzerinde dort isle-
min nasil yapilacagi ile taban aritmetiginde verilen bir sayinin tek veya ciftligini
belirleyen calismalar yapilacaktir. Ogrencilerin taban aritmetiginin gunlUk hayat-
taki kullanimlarini fark etmesi, gunluk hayatta kullandigimiz 10'luk tabanla diger
tabanlari kullanim acgisindan karsilastirmasi ve farkli taban sistemleri olusturmasi
hedeflenmektedir.

Baslarken...

o Romen rakamlarini duydunuz mu? R 0 M EN RAKAM LARI

_ I=1 Xl=11

=1 ll=2  Xil=12

=5 =3  XMi=13

=10 V=4 XIV=14
V=5 XV=15

=50 VI=6  XVI=16

=100 Vii=7  XVil=17

=500 Vili=8 XVIli=18

—1000 | X=9 XiX=19

Tarihsel olarak, toplumlar farkli say1 sistemlerini
kullanmiglardir. Herhangi bir taban sistemi olmayan
Roma sistemi, belirli degerleri temsil etmek igin be-
lirli harfleri kullandi. LXV’yi MDII ile ¢arpmanin ne
kadar zor olacagini bir diistiniin!

o Giiniimiizde kullandi1gimiz say1 sistemi ile ilgili
neler soyleyebilirsiniz? Basamak degeri ne de-
mektir?

Kullandigimiz say1 sistemi tiim islemlerin 0,1, 2,...,
9 rakamlarindan olusturulan sayilarla yapildig: bir

LO0ONrF>xX<=—

sistemdir. Birler, onlar, yiizler, binler gibi basamaklar-
daki sayilarin say1 degerleri ile basamak degerlerinin X=10 XX =20
carpimlarinin birbirleriyle toplanmasi ile bulunur.
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« Bir, on, yiiz, bin gibi sayilar hangi sayinin kuvvetleridir? Sizce neden bu say1 tercih edilmistir? Bu so-
runun cevabi i¢in ellerinizdeki toplam parmak sayimizi diisiinebilirsiniz.

Tarih boyunca sayilar1 gostermek igin farkli simgeler kullanilmigtir. Matematikte sayilar1 yazma ve adlan-
dirmaya sayitlama denir. Sayma ve aritmetik islemler yapma amaciyla insanlar uzun siireler galismistir. Bu
uzun siirecin sonunda, aritmetik islemleri kolay yapmamizi saglayan 10 tabanli sayitlama (Hint-Arap) sistemi
kabul gérmiistiir. Giinliik yasamda ¢ogunlukla sayilar1 10 tabani ile temsil ederiz. Ik insanlar, parmak sayarak
aritmetik yaptig1 icin, onlu (10 tabanli) sayitlama sistemini kullanmislardir.

« Neden bir saat 60 dakikadir?

Babil kiiltiiriinde 60'lik say1 sisteminin kullanildig1 bilinmektedir; bu yiizden bir gemberde 360 derece ol-
dugunu, bir saatte 60 dakika ve bir dakikada 60 saniye oldugunu séyliiyoruz. O halde ge¢miste kullanilmais
farkl: say1 sistemleri de vardur.

o Peki, 10 yerine 12 parmagimiz olsaydi nasil bir say1 sistemi gelistirmemiz ge-
rekirdi?

Kullandigimiz say1 sistemi 10’luk tabandir ve 10’luk tabanda verilen sayilar1 ¢o-
ziimleyerek sayilarin basamak degerleri elde edilir.

— AN

A=aa ..aaaaigina,a ,...,a,a €1{0,1,2,...,9} olmak iizere

A=al0+a 10" +...+ a 10" +a 10°

ifadesine Anin 10 tabanindaki ¢6ziimlemesi denir.

Ornek:

4738 sayisini diisiinelim. Bu bir simgedir ve asagidaki toplamin 10 tabanina gore ¢ziimlemesini temsil
eder:

4738 =4x10°+7x10>°+3x 10"+ 8 x 10° = 4000 + 700 + 30 + 8 olur.

Sayilarin farkli gruplamalan Gzerinden farkli tabanlar olabilecegini kesfettirmek igin 6rnek

soru yonlendirilir. (Etkinlik Formu Soru 1)

Ornek:

Bir kiimeste bulunan yumurtalar toplanarak kutulara koyulacaktir. Yumurtalarin kirilmamast i¢in her ku-
tuya sadece 6 yumurta sigmaktadir. Tasima sirasinda kolaylik olmasi igin de her birine 6 kutu sigan koliler
hazirlanacaktir. Kamyona yiiklenirken hazirlanan koliler yine 6’sarli olarak kasalara konulacaktir.
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o Kiimeste toplanan 25 yumurta igin kasa, koli ve kutulardan kag adet kullanilir? Kutulanmayan yumurta
say1st kagtir?

o Kiimeste toplanan 86 yumurta i¢in kasa, koli ve kutulardan kag¢ adet kullanilir? Kutulanmayan yumurta
say1s1 kagtir?

« Kiimeste toplanan 100 yumurta igin kasa, koli ve kutulardan kag adet kullanilir? Kutulanmayan yumurta
say1st kagtir?

o Kiimeste toplanan 350 yumurta i¢in kasa, koli ve kutulardan ka¢ adet kullanilir? Kutulanmayan yumurta

. .
\ -

say1s1 kagtir?

Coézim:

6x6x6 = 216 Yumurta 6x6= 36 Yumurta 6 Yumurta 1Yumurta
25 Yumurta 0 Kasa 0 Koli 4 Kutu 1Yumurta
86 Yumurta 0 Kasa 2 Koli 2 Kutu 2 Yumurta
100 Yumurta 0 Kasa 2 Koli 4 Kutu 4 Yumurta
350 Yumurta 1 Kasa 3 Koli 4 Kutu 2 Yumurta

O halde;

e 25=4.6+1.1=4.6"+1.6°

e 86=2.36+2.6+2.1=2.6"+2.6"+2.6°

e 100=2.36+4.6+4.1=2.6"+4.6"+4.6"

e 350=1.216+3.36+4.6+2.1=1.6"+3.6"+4.6"+2.6° seklinde yazilabilir.

Daha sonra bu yazim seklinin bugiinkii say1 sistemimizde bir sayinin ¢éziimlenmesine olan benzerligi
tartigilir.

Yumurtalar1 paketleme 6rneginde yumurtalarin 6 ve 6’'nin kuvvetleri sayilarda gruplara boliinmesinin as-
linda 6’lik taban anlamina geldigi vurgulanir. Paketlenmeyen yumurtalarin 6lar basamagini olusturdugu
fark ettirilir.
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e 25=4.6'+1.6"=(41),
.« 86=2.6+2.6"+2.6"=(222),
« 100=2.6"+4.6'+4.6°=(244),

¢ 350=1.6"+3.6"+4.6"+2.6°=(1342), olarak ifade edilir.

Sayilarin farkli tabanlarda yazilmasi ve farkli tabanda yazilan sayilarin 10’luk tabanda yazimi-
n1 kesfettirmek icin 6rnek soru yonlendirilir. (Etkinlik Formu Soru 2)

Ornek:

Paketlenerek tasinan yumurtalar daha sonra agilarak tek tek satisa sunulacaktir.

o 5 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 3 adet yumurta toplam kag adet-
tir?

o 2adetkasa, 3 adet koli, 5 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 3 adet yu-
murta toplam kag adettir?

o 1 adet kasa, 4 adet koli seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 1 adet yumurta toplam
kag adettir?

o 2adetkasa, 5 adet koli, 2 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 4 adet yu-

murta toplam kag adettir?

6Xx6Xx6=216 Yumurta 6x6=36Yumurta 6Yumurta 1Yumurta
0 Kasa 0 Koli 5 Kutu 3 Yumurta 33 Yumurta
2 Kasa 3 Koli 5 Kutu 3 Yumurta 573 Yumurta
1 Kasa 4 Koli 0 Kutu 1Yumurta 361 Yumurta
2 Kasa 5 Koli 2 Kutu 4 Yumurta 628 Yumurta
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O halde;

e (53)=5.6"+3.6°=5.6+3.1=33

e (2353),=2.6°+3.6°+5.6'+3.6°=2.216+3.36+5.6+3.1=573
+ (1401),=1.216+4.36+0.6+1.1=1.6°+4.6°+0.6"'+1.6"=361

o (2524),=2.6°+5.6°+2.6'+4.6°=2.216+5.36+2.6+4.1 =628 olarak ifade edilir.

Ayni sekilde farkli tabanda verilen sayilari ¢oziimleyerek sayilarin o tabandaki basamak degerleri elde edi-
lir.

—UAMIOE

A=(aa ...a,a,aa) icinn>a,a ,...,a,a >0,n>2ven € N olmak iizere

A=an'+a n"'+..+an'+an’

ifadesine Anin n tabanindaki ¢6ziimlemesi denir.

Ornekler:

(2134).=2.5 + 1.5 +3.5 + 4.5
5

\

5% 5% 51 50

(1012),=1.3°+0.3*+1.3'+2.3°

\

Farkli tabandaki sayilarin 10°luk tabana ¢evrilmesi ve 10°luk tabanda ¢d6ziimlemesi verilen sa-
yilarin istenilen tabanda yazilmasi ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3)

“Bir yumurta kutusuna 7 yumurta konulabilir mi? Konulamaz ise bir kutuya kag adet yumurta konulabi-
lir?” sorular ile 6grencinin 0, 1, 2, 3, 4, 5 adet yumurta konulabildigini 6 yumurta konuldugunda buna 1 kutu
ile ifade ettigimizi bulmasi istenir. “O halde 6 tabaninda hangi rakamlar kullanilabilir? 6 tabaninda 7 sayisini
kullanabilir miyim? 10 tabaninda yani kullandigimiz say1 sisteminde hangi rakamlar kullanilryor? Bu rakam-
larin 10dan kiigiik oldugu dikkatinizi ¢ekti mi? Peki, tabandan biiyiik bir say1y1 o tabanda yazmak i¢in nasil
bir yontem izlemeliyiz?” sorulari ile 6grencinin tabandan biiytik sayilar1 nasil ifade edecegine yonelik tartis-
malar yapilir.
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Ornek:

Bir yumurta kutusuna 7 yumurta konulamayacagi i¢in 7=6+1 seklinde pargalanir. 1 tane kutu kullanilarak
paketlenir ve 1 adet paketlenmemis yumurta kalir. 6’lik tabanda diisiiniildiigtinde 7 = 1. 6' + 1. 6° = (11),
olarak yazilir.

10’luk say1 sisteminde 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 rakamlar: kullanilarak tiim sayilar ifade edilebilir. Buradan
hareketle tanimda da belirtildigi gibi n tabaninda bir say1 yazmak i¢in kullanilan sayilarin nden kiigiik olmasi
gerekir.

Ornekler:
5.3=3.3+2.3=3+2.3=(1200),
7.22=4.2+2.2°+1.2°=22.2°+2'.2°+1.2° =2°+2%+2°=(111000),

Tabandan biyiik sayilan istenilen tabanda yazabilmek icin o sayinin tabana uygun olarak par-

calanmasi gerektigine yonelik 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4)

Ornek:

Yukaridaki 6rnekte yumurtalar: paketlerken nasil bir yol izledigimizi tekrar gézden gegirelim.

100=2.36+4.6+4.1=2.6"+4.6"+4.6° ifadesini bulmak i¢in 100’tin iginde kag tane 36 olduguna
baktik. Bu bolme anlamina gelmektedir. 2 adet 36 bulduktan sonra kalani bulduk ve bu da bélmede kalan an-
lamina gelmektedir. Ancak daha biiyiik sayilar i¢in bu yontem kullanigh midir? Yumurtalarin paketlenmesi
i¢in daha sistematik bir yontem bulunabilir mi? 100 sayisin1 36’ya bolmek yerine iki defa 6’ya bolmek ayni
anlama gelir mi?

Coézum:

Amacimiz yumurtalari 6 ve 6’nin katlar1 olan sayilarda paketlemektir. Oncelikle yumurta sayisinin 6’nin
kat1 olup olmadigina bakalim. 100 = 6. 16 + 4 olur. O halde 16 adet 6’11 kutu yapabiliriz ancak 4 adet yumurta
tek kalir. Daha sonra elimizdeki 16 adet kutuyu kag koliye koyabiliriz ona bakalim. 16=6.2+4 olur. O halde 2
adet koli elde edebiliriz ve 4 adet de kutu kalir. Sonug olarak elimizde 2 koli, 4 kutu ve 4 yumurta vardur.

100 = (244), elde ederiz.

Boélme Algoritmasi ile Taban Degistirme

10 tabaninda verilen bir say1y1 farkli bir say1 tabanina ¢evirmek i¢in bolme islemini algoritmik bir sekilde
yapabiliriz. Bu sistemin ad1 bélme algoritmasidir ve bolme algoritmasi kullanilarak iki farkli gosterim ile on-
luk tabandaki bir say1y1 farkli bir tabana ¢evirme islemi yapilabilir.
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Ornekler:
42-=3.14+0 126f471 3
14=3.4+2
4=3.1+1

127 = (11201),

45=4.11+1

45 14
11=4.2+3 44 111

1 8|,

- 2
45 = (231), ,v/

Bdlme algoritmasi kullanilarak taban degistirme ile ilgili farkli 6rneklere yer verilir. (Etkinlik
Formu Soru 5)

Ornek:

Kiimeste 1 adet kasa, 1 adet kutu seklinde 6’nin kuvvetlerine gore paketlenebilecek ve 2 adet paketlenme-
mis yumurta kalacak sayida yumurta bulunmaktadir. Ancak yumurtalarin taginmasi i¢in yeni bir tagima sir-
keti ile anlagma yapilmistir. Bu sirketin; her birine 4 yumurta sigan kutulari, her birine 4 kutu sigan kolileri ve
her birine 4 koli sigan kasalar1 bulunmaktadir. Kag kutu, koli ve kasa kullanilacagini hesaplayiniz. Oncelikle
yumurta sayisini bulmak gerekir mi?

Coézum:

(1012),=1.6°+0.6*+1.6' + 2. 6" = 224 kiimesteki yumurta sayisidur.

224=4.56+0
56 =4.14+0

14 = 4.3 + 2 oldugundan 224 = (3200), olur. 3 kasa ve 2 koli kullanilarak paketlenir.

Say1 tabanlarim birbirine ¢evirirken ilk 6nce verilen tabandaki sayinin 10’luk tabana ¢evrilme-
si, daha sonra istenilen tabana cevrilmesinin islem kolaylig1 sagladiginm kesfetmek icin farkl
say1 tabanlarinin birbirine cevrilmesi ile ilgili drneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6)
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Ornek:
(101221012), sayisinin 9 tabanindaki esiti nedir?
Coézum:

(101221012),=1.3*+0.37+1.3°+2.3°+2.3*+1.3°+0.3>+1.3'+2.3"ifadesi 3° =9, 3* = 9%,
36 =93, 3% = 9* esitliklerinden yola ¢ikarak gruplandirilir.

(101221012), =1.3*+(0.37+1.39+(2.3°+2.3)+(1.3°+0.3*) +(1.3'+2.3"

=1.94+(0.3+1).9°+(2.3+2).9°+(1.3+0).9+(1.3+2)
=1.9"+1.9°+8.9°+3.9+5
= (11835), bulunur.

Farkli bir ¢6ziim olarak 3°=9 esitliginden 9 tabanindaki sayilarin 3’litkk tabanda 2 basamakli bir esiti olacak-
tir. Verilen say1 2’serli gruplar halinde yazildiginda;

(L, o1, 22, 10, 12),

NN

(1,0 311,2 3]2,1 3+40,1.3+2)
(1, 1 8, 3, 5)
(11835), bulunur.

Ornek:

(2301), sayisinin 2 tabanindaki esiti nedir?
Coézum:
2? = 4 esitliginden 4 tabanindaki bir sayinin 2’lik tabanda 2 basamakli bir esiti olacaktir.
(2),=(10),
(3),=(@11),
(0), = (00),
(1), = (01), oldugundan

(2301), = (10110001), olarak bulunur.

Say1 tabanlan birbirinin kuvveti oldugunda taban degistirirken ilk dnce 10°luk tabana cevir-
meye gerek olmadigini kesfettirmek icin birbirinin kuvveti olan farkli say1 tabanlarinin birbiri-
ne cevrilmesi ile ilgili drneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 7)
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Basamak Sayisi

“10° say1s1 kag basamaklidir?” sorusu yonlendirilir ve 10° = 1000 oldugundan yola ¢ikilarak 4 basamakli
oldugu sonucuna varilir. a” sayisinin kag¢ basamakli olabilecegi ile ilgili tartismalar yapilir.

3" sayisi a tabaninda (n+1) basamakli bir sayidir.” sonucuna varilabilmesine yonelik 6rnekle-
re yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8)

Taban aritmetigi; tammi Gzerinden ¢ok farkli 6rneklerinin hazirlanabilecegi bir konudur. Bu
konuyla ilgili farkli 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 9-11)

Ondalik Sayilarin Céozimlenmesi

10 tabaninda yazilan ondalik sayilarin ¢oziimlemesinden hareketle diger tabanlardaki sayilar da bulun-
duklari tabana gore ¢oztimlenebilir.

Ornekler:
28493=2.10>+8.10'+4.10°+9.10'+3.107
(3,42)5 =3.5944 . 5'4+2.52=3+4/5+2/25=97/25= 3,88

(0,25),=2.3"+5.32=2/3+5/9=11/9 = 1,2

Ondalik sayilarin ¢6zimlenmesi ve 10’luk tabanda yazilmasi ile ilgili drneklere yer verilir. (Et-
kinlik Formu Soru 12)

16’k Sayi Tabani

10 parmagimiz yerine 16 parmagimiz olsayd: nasil bir say1 sistemi gelistirilebilirdi? 10 tabaninda 0, 1, 2,
..., 9 olmak tizere 10 rakam kullanilan say1 sisteminin yerine 16’y1 taban olarak aldigimizda kag farkli say1 ya
da sembol kullanilabilir?

Say1 tabani 16 olan bir sistem olusturmalari ve kullanmalan gereken say1 ve sembolleri be-
lirlemeleri istenir. Farkli tabanlarda verilen sayilarin 16'lik tabandaki esitlerinden olusan say
sistemindeki sembollerle ifade edilebilecegi 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 13)
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10dan biiyiik tabanlarda 10’ esit ve 10dan biiyiik degerler yerine 6zel semboller kullanilir. 16’lik tabanda
genellikle 10 yerine A, 11 yerine B, 12 yerine C, 13 yerine D, 14 yerine E ve 15 yerine F kullanilir.

Ornekler:
234=14.16'+10. 16" = (EA),,

4685=1.16"+2.16"+4.16' +13.16° = (124D)

Ogrencilerin 16’lik say1 tabani icin gelistirdikleri sistemdeki say1 ve sembollerle genel olarak kullanilan A,
B, C, D, E, F harfleri arasindaki benzerlik ve farkliliklar tartigilir.

Taban Aritmetiginde Dért islem

Ornek:

6’nin kuvvetlerine gore paketleme yapan birinci tasima sirketinde 2 koli ve 3 kutu seklinde paketlenmis ve
paketlenmemis 3 yumurtanin bulundugu yumurtalar ile 4’iin kuvvetlerine gore paketleme yapan ikinci tasi-
ma sirketinde 3 koli ve 1 kutu seklinde paketlenmis ve paketlenmemis 2 yumurtanin bulundugu yumurtalar
birlestirilmeye karar verilmistir. Toplam ka¢ yumurta vardir?

Coézum:

Birinci tagima sirketinde; (233), seklinde ifade edilecek miktarda yumurta vardir. Ikinci tasima sirketinde
(312), seklinde ifade edilecek miktarda yumurta vardir. Bu miktarlarin toplamini yumurta sayisini ayri ayri
bulmadan hesaplamak miimkiin miidiir? Her paketteki yumurta sayis1 farkli oldugu i¢in miimkiin degildir.
Bu nedenle yumurta sayilar1 ayr1 ayr1 hesaplanarak toplanabilir. (233), + (312), = 93+54=147 yumurta vardir.

Farkli tabanlardaki sayilarda dort islem yapmak icin sayilar ayni tabanda yazilmalidir. Sayilar 6ncelikle
onluk tabanda yazilarak daha sonra dort islem yapilir.

Ornekler:
(12),+(24),=(1.3'+2.3) + (2.5 +4.5) =5+ 14=19
(25)6-(18)9=(2.61+5.6°)-(1.91+8.90)=17+17=0
(13),x (1), = (1. 4' +3.4) x (1.7 +1.7%) =7 x 8 = 56

(33),:(20),=(3.5"+3.5%:(2.3'+0.3°)=18:6=3

Farkli tabanda bulunan sayilarla dort islem yapilmasi icin kullanilan elde yéntemini kesfettir-
meye yonelik ¢calismalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 14)
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Ornek:

Etkinlik Formu Soru 14

6'nin kuvvetlerine gore 1 kasa, 4 koli ve 3 kutu seklinde paketlenmis ve 3 adet paketlenmemis yumurta bu-

lunan birinci kiitmesteki yumurtalar ile 2 kasa, 5 koli ve 2 kutu seklinde paketlenmis ve 4 adet paketlenmemis
yumurta bulunan ikinci kiimesteki yumurtalar birlestirilecektir. Toplam kag adet kasa, koli ve kutu kullanilir?

Paketlenmemis yumurta sayisi kag olur?

1 Kasa 4 Koli 3 Kutu 3 Yumurta
2 Kasa 5 Koli 2 Kutu 4 Yumurta

Toplam

Coézum:

Oncelikle, paketlenmemis yumurta sayisina bakalim. 3+4=7 yumurta vardir. Bu yumurtalardan 6 tanesi
bir kutuya konulabilir ve 1 yumurta paketlenmemis olarak kalir. Elimizde 1 kutu yumurta ve 1 paketlenme-
mis yumurta vardir. Daha sonra kutu sayisina bakalim. 3+2=5 kutu yumurta ve elimizdeki 1 kutu ile toplam
6 kutu vardir. Bu 6 kutu bir koli olusturur. O halde elimizde 1 koli ve 1 paketlenmemis yumurta vardir. 4+5=9
koli yumurta ve elimizdeki ile 10 koli yumurta vardir. Bunlarin 6 kolisi bir kasaya konulabilir. Elimizde 1 kasa,
4 koli ve 1 adet paketlenmemis yumurta vardir. 1+2=3 kasa yumurta ve elimizdeki ile 4 kasa yumurta vardir.
Yapilan islemi dogrulamak i¢in toplam yumurta sayilari ile kontrol edilebilir.

1 Kasa 4 Koli 3 Kutu 3Yumurta 381
2 Kasa 5 Koli 2 Kutu 4 Yumurta 628
Toplam

4 Kasa 4 Koli O Kutu 1Yumurta 1009
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Ayni tabandaki sayilarla dort islem yapmak i¢in tabanlar1 onluk tabana ¢evirmeye gerek yoktur. Onluk ta-
banda yaptigimiz dort islemde kullanilan elde yontemi diger tabanlarda da uygulanabilir.

Ornekler:
(231), (510), (23), (354),|(23),
L (432), _ (341), x  (42), _ (23), I@
(1213), (147), (101), (124),
+(202), _ (113),
(2121), o,

Farkli tabanda bulunan sayilarla dort islem yapilmasi ile ilgili farkli 6rneklere yer verilir. (Et-

kinlik Formu Soru 15)

Farkli Tabanlarda Tek/Cift Olma Sarti

Farkli tabanlarda yazilan sayilarin teklik ve ¢iftligine onluk tabana ¢evrilmeden farkli 6rnekler tizerinde
incelemeler yapilarak genel bir ifade elde edilir.

Sayilann tek ya da ¢ift olduguna farkli érnekler izerinden yapilan ¢alismalarla karar verilir.
(Etkinlik Formu Soru 16)

“Tabanu ift olan sayilar igin birler basamagina bakilir. Birler basamag: tek ise say1 tektir, birler basamag:
cift ise say gifttir. Eger tabani tek ise say1 degerleri toplamina bakilir. Eger say1 degerleri toplamu tek ise say1
tek, say1 degerleri toplamu ift ise sayi ¢ifttir” seklinde bir genelleme elde edilir.

Onerme:

A=(aa

i7i-1

...a;ja,a,a) icin eger n ¢ift ise a  degerine bakilir. a¢ift ise say cifttir, tek ise say1 tektir. Ancak

ntekisea +a  +...+a +a degerine bakilir. Eger toplam cift ise sayi ¢ifttir, tek ise say1 tektir.

Farkh Taban Cesitleri

Taban aritmetiginde yaygin olarak kullanilan sistemde; n taban olarak alindiginda basamaklarin n'nin kuv-
vetleri (n% n', n? ...) olarak arttig1 goriilmektedir. Ancak farkli taban sistemleri de olabilir.

Farkli taban sistemlerinin de olabilecegini gérmek igin drnek soru incelenir. (Etkinlik Formu
Soru 17)
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EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorulari
o Farkli tabanlarda tek/cift olma sart1 igin elde edilen 6nermeyi ispatlayiniz.

« Farkli say1 taban sistemleri olusturulabilir mi? Sayinin kuvvetleri yerine say1 dizilerinin taban olarak alin-
dig1 galigmalar yapiniz. Faktoriyel, Fibonacci, Cokgensel vb.

« Farkli say1 tabanlarinda dort islem, sayinin tek veya ¢ift olmasi, bélme algoritmasi gibi 6zelliklerin kullani-
labilirligini arastiriniz.

o 10’luk taban yerine 12’lik taban kullanilmasinin daha avantajli oldugu uzun yillardir tartisilmakta. Avan-
tajlarinin neler olabilecegini arastiriniz. Bir giiniin 24 saat olmasinin ve bir analog saatin 12 saatten olus-
masinin nasil avantajlari olabilir?

« Farkli tabanlarda verilen devirli ondalik sayilarin (Orn. 4, 23), vb.10’luk tabandaki degerini bulmaya yone-
lik caligmalar yapiniz.
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lirsiniz.




3. a.2.5+3.5°+4.5+5°=(203401)

Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinligin i¢inde verilmistir.

2. Etkinligin icinde verilmistir.

5

b. 27= (10000000),
c.3+37+2.3+3%=(1121),
d.a®>+3.a°+2.a" +2=(103022),
e. (1111),=2>+2%+ 2" +2°
f.(231),=2.4+3.4'+4°

g. (2000),=2.5°

h. (204012) =2.a°+4.a’+a' +2
. a.8.5=(1300),
b.7.4°+5.4°=(20100),

. (n*+n).n’=(110000)

. 238 =(3232),
b. 3587 = (103322),

. 75=(1001011),

. (21),=(12),
b. (42) = (32),

. Etkinligin i¢inde verilmistir.

b. (101011101001), = (5351),

. Etkinligin iginde verilmistir.

d. (15),= (1101),

CEBIR VE SAYILAR TEORISI

8.

5

34 10000
100000
5! 10

9. (la2),+(231) =92
10. (24) = (32)yise X +y=9
1. D) Istenilen 6zellige sahip bir say1 yoktur.

12. a. (2,3),= 13/5= 2,6

b. (1,02),=9/8 = 1,125

13. a. 300 = (12C),,
b. 12303 =(300F),,

c. (100111001110101), = (4E75)
14. Etkinligin i¢inde verilmistir.

15. a. (34) +(12), = (101),
b. (100), - (21), = (2),
c. (42),x (23), = (1450),

d. (204), : (14), = (11),

16.

(1om), 23
(202),
(121),
(12), 7
(10000), 81

17. Sayacin gosterdigi say1: 1311
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Etkinlik Formu

Bir kiimeste bulunan yumurtalar toplanarak kutulara koyulacaktir. Yumurtalarin kirilmamast igin
her kutuya sadece 6 yumurta sigmaktadir. Tagima sirasinda kolaylik olmast igin de her birine 6 kutu
s1gan koliler hazirlanacaktir. Kamyona yiiklenirken hazirlanan koliler yine 6’sarli olarak kasalara
konulacaktir.

Kiimeste toplanan 25 yumurta i¢in kasa, koli ve kutulardan kag adet kullanilir? Kutulanmayan
yumurta sayist kagtir?

Kiimeste toplanan 86 yumurta igin kasa, koli ve kutulardan kag adet kullanilir? Kutulanmayan
yumurta sayisi kagtir?

Kiimeste toplanan 100 yumurta i¢in kasa, koli ve kutulardan kag adet kullanilir? Kutulanmayan
yumurta sayist kagtir?

Kiimeste toplanan 350 yumurta i¢in kasa, koli ve kutulardan ka¢ adet kullanilir? Kutulanmayan
yumurta sayisi kagtir?

6x6x6 = 216

6x6= 36 Yumurta 6 Yumurta 1 Yumurta
Yumurta

25 Yumurta
86 Yumurta
100 Yumurta

350 Yumurta

2. Paketlenerek taginan yumurtalar daha sonra agilarak tek tek satisa sunulacaktir.

5 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 3 adet yumurta toplam
kag adettir?

2 adet kasa, 3 adet koli, 5 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis

3 adet yumurta toplam kag adettir?
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1 adet kasa, 4 adet koli seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 1 adet yumurta
toplam kag adettir?

2 adet kasa, 5 adet koli, 2 adet kutu seklinde paketlenmis yumurtalara ek olarak paketlenmemis 4
adet yumurta toplam kag adettir?

6X6Xx6=216 6x6=36 6Yumurta  1Yumurta
Yumurta Yumurta

3. Asagida verilen ifadelerin esitlerini bulunuz.

a.2.5+3.5+4.52+5%=(

e.(1111),=
f. (231),=
g. (2000), =

h. (204012) =
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4. Asagida verilen ifadeleri uygun tabanda yaziniz.

6. Asagida verilen ifadeleri istenilen tabanda yaziniz.
a. (21),=(....),
b. (42), = (.....),
7. Asagidaki sorulari cevaplayiniz.
a. (101221012), sayisinin 9 tabanindaki esiti nedir?
b. (101011101001), sayisinin 8 tabanindaki esiti nedir?
c. (2301), sayisinin 2 tabanindaki esiti nedir?
d. 8 tabaninda verilen (15), sayisi 2 say1 tabaninda nasil yazilir? (2012-LYS)

8. a" sayis1 a tabaninda yazilirsa ka¢ basamakli olur?

34
25
5'I

9. (1a2), + (231),= 7

10.(24) = (32)y ise x + y nin en kii¢iik degeri kagtir?
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11. 8 tabanina gore yazilimlari (abc), ve (cba), olan ii¢ basamakli sayilardan ikincisi ilkinin iki kat ise
asagidakilerden hangisi yanlistir? (UIMO-1996)

A) b=7 B)a€{1,2} C) c € {3,5}

D) Istenen 6zellige sahip bir say1 yoktur. E) Higbiri

12.10 tabaninda yazilan ondalik sayilarin ¢oziimlemesinden hareketle diger tabanlardaki sayilari da
bulunduklar: tabana gore ¢6ziimleyiniz ve en sade halinde ifade ediniz.

a. (2,3), =

b. (1,02), =

13. Say1 tabani 16 olan bir sistem olusturunuz. Kullanmaniz gereken say1 ve sembolleri belirleyiniz ve
agagida farkli tabanlarda verilen sayilarin 16’lik tabandaki esitini, olusturdugunuz say: sistemindeki
sembollerle ifade ediniz.

a. 300 =
b. 12303 =

c. (100111001110101), =

14. 1 kasa, 4 koli ve 3 kutu seklinde paketlenmis ve 3 adet paketlenmemis yumurta bulunan birinci
kiimesteki yumurtalar ile 2 kasa, 5 koli ve 2 kutu seklinde paketlenmis ve 4 adet paketlenmemis

yumurta bulunan birinci kiimesteki yumurtalar birlestirilecektir. Toplam kag adet kasa, koli ve kutu

kullanilir? Paketlenmemis yumurta sayisi kag olur?

3 Kutu 3 Yumurta
2 Kutu 4 Yumurta
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15. Asagida verilen dort islemleri verildikleri tabani degistirmeden yapiniz.

a. (34), + (12), =
b. (100), - (21), =
c. (42),x (23), =

d. (204), : (14), =

16. Asagidaki tabloya gore sayilarin bulunduklar1 tabanda tek ya da ¢ift olma durumlariyla ilgili bir
genellemeye ulasiniz.

(101m),

(202),
(121),
(12),

(10000),

17. Asagidaki sekil, 6zel amagli bir otomobile takilan ve dort béliimden olugan bir kilometre sayacini

gostermektedir.

0i0:0:0

6 5 4 3

Bu sayacin en sagdaki boliimii, otomobilin hareketiyle sifirdan baslayarak her kilometrede 1 artan
rakamlar gostermektedir. Bu boliimiin 3’ii gostermesi gerektiginde, bu boliim sifirlanip soldaki bo-
limiin rakami 1 artmaktadir. Ayni isi ikinci boliim 4 i¢in, tiglincii bolim 5 i¢in, en soldaki boliim de
6 igin yapmaktadir. Ornegin, hareketten 10 km sonra sayag 0031 gosterecektir.

Sifirlanmis sayagla harekete baglayan bu otomobilin sayaci 100 km sonra hangi say1y1 gosterir? (2004-
0SS)
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : BILGISAYARLARIN DiLi

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Taban Aritmetigdi

KAZANIMLAR : Bilgisayar programlama dilleri ile taban aritmetigini iliski-
lendiren uygulamalar yapar.

SURE : 4 ders saati
KULLANILACAK

MATERYALLER : Blok ya da metin tabanli program

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, bilgisayarlarin calisma prensibini aciklayarak bilgisayarlarin 2'lik
sayl sistemini neden ve nasil kullandiklarinin kesfettirilmesi amaclanmaktadir.
Bilgisayar programlama dilleri ve taban aritmetiginin iliskilendirilmesi hedeflen-

mektedir.

Baslarken...

George Boole (1815-1864); bir Ingiliz matematik-
¢isi, mantikgisy, filozofu ve egitimcisidir. Giiniimiizde
Boole cebiri adiyla anilan mantik cebirini gelistirmis-
tir. Sayisal bilgisayar devreleri tasariminin matema-
tiksel temelini olugturan mantik cebiri ile Boole, 1847
yilinda yayimladigi “Mantigin Matematik Analizi” ve
1854 yilinda yayimladigi “Diistincelerin Yasalar1” ile
devrim yaratmistir. Boole cebiri, bir degiskenin de-
gerinin dogruluk ya da yanlighginin kullanildigi bir
alandir. Boole cebiri, dogruluk degeri 1 ya da yanlishk
degeri 0 olabilen 6nermelerle islem yapilmasina ola-
nak saglar. Sayisal devrelerin tasarimi ve analizinde bu
mantik kullanilir. Boole cebirinden yola ¢ikarak 1’ler
ve 0’lardan olugan bilgisayar sistemlerinin taban arit-
metigiyle iliskisini yorumlayiniz.




MATEMATIK

2’lik Sayi Sistemi

Biitiin sayilarin 2’nin kuvvetleri seklinde yazilabileceginin anlatilmasi icin “Iki elinizle 1000 kadar nasil
sayarsimiz?” sorusu yoneltilir. Burada her parmagin 1'i ifade etmeyebilecegi ve farkli bir taban sistemi kullani-
labilecegi diisiindiiriiliir.

g4 2

[lk olarak bir eldeki her parmagin 2’nin bir katini temsil ettigi diisiiniiliir. Diger bir de- 16

yisle acik olan her parmak 2 tabaninda 1'i, kapali olan her parmak 2 tabaninda 01 temsil 1

etmektedir. O halde agik bir el 1+2+4+8+16=31i gostermektedir.

Ornekler:
4 2

16 ] 16
\‘ 1+2+4+16=23

D

2+16=18

e
L -

Ayni sekilde iki el kullanildiginda 2’nin kuvvetleri devam ettirilerek 1000'den biiyiik bir say1 yazilabilir.

128
256 g4 8% 2
512 32 16 ikielile 20+ 21 + 22+ 23+ 24 4+ 254+ 26 + 27 + 28 + 22 = 1023% kadar
olan biitiin sayilar yazilabilir.
Ornekler:
1
256 2864 8
512 $ (
‘\5_[1 8 432+ 64+ 128 + 256 + 512 = 1000
Wl
128
256 A 8
52 |1 \ J 1 1+8+64+128+256+ 512 = 969
' 4 \J

Ellerin kullanmlarak 2°lik tabanda farkli sayilarin ifade edildigi 6rneklere yer verilir.

2'nin negatif kuvvetlerini kullanarak kesirli sayilarin elde edildigi calismalar yapilir.
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Bilgisayarlarin Dili ve ASCII Tablosu

Sayisal bilgisayarlar sadece 0 ve 1 sembollerinden olusan iki tabanina gore olan say1 sistemini (Binary)
kullanirlar. Bu sembollere bit ad1 verilir. Bilgisayarin elektronik devrelerinde 0 bit’i diisiik voltajla, 1 bit’i ise
yiiksek voltajla ifade edilir. 8 bitlik bellek birimine 1 byte denir.

Bilgisayarda, metin tiirii verilerin girdi olarak kullanilabilmesi veya saklanabilmesi i¢in biiyiik ve kiigiik
harflerin, noktalama isaretlerinin ve klavyedeki farkli karakterlerin ikili kodlar ile ifade edilmesi gereklidir.
ASCII (American Standard Code for Information Interchange) tablosu ile tiim bilgisayarlarin ayni kodlamay:
kullanmasi saglanmistir. 1963 yilinda ASCII tablosunda 7 bitlik kodlara sahip, 2’=128 farkli karakter olustu-
rulmustur. Daha sonra 1 bit daha ilave edilerek 28=256 elemanin bulundugu “Genisletilmis ASCII Tablosu”
olusturulmustur. 1991 yilinda yayinlanan Unicode (Universal Code: Evrensel Kod) ile tiim dillere ait karak-
terleri, matematiksel sembolleri iceren ve her elemanin 16-bit bir kod ile temsil edildigi 65.536 farkli eleman
igerebilen ortak bir kod tablosu olusturulmustur.

0 Null char NUL CTRL-@ 20  Space 40 @ 60 )
1 Start of Heading SOH  CTRL-A 21 ! 41 A 61 a
2 Start of Text STX CTRL-B 22 “ 42 B 62 b
3 End of Text ETX CTRL-C 23 # 43 C 63 c
4 End of Transmission EOT CTRL-D 24 $ 44 D 64 d
5 Enquiry ENQ CTRL-E 25 % 45 E 65 e
6 Acknowledgment ACK  CTRL-F 26 & 46 F 66 f
7 Bell BEL CTRL-G 27 ' 47 G 67 g
8 Back Space BS CTRL-H 28 ( 48 H 68 h
9  Horizontal Tab HT CTRL-I 29 ) 49 I 69 i
OA  Line Feed LF CTRL-J 2A * 4A J 6A j
OB  Vertical Tab VT CTRL-K 2B + 4B K 6B k
OC Form Feed FF CTRL-L 2C , 4C L 6C |
OD Carriage Return CR CTRL-M 2D - 4D M 6D m
OE  Shift Out/XOn SO CTRL-N 2E . 4E N 6E n
OF  Shift In/XOff sI CTRL-O 2F / 4F o 6F o
10  Data Line Escape DLE CTRL-P 30 o] 50 P 70 P
m Device Control 1 (oft. XON) DC1 CTRL-Q 31 1 51 Q 71 q
12 Device Control 2 DC2  CTRL-R 32 2 52 R 72 r
13 Device Control 3 (oft. XOFF) DC3 CTRL-S 33 3 53 S 73 s
14  Device Control 4 DC4 CTRL-T 34 4 54 T 74 t
15 Neg. Acknowledgement NAK  CTRL-U 35 5 55 U 75 u
16 Synchronous Idle SYN CTRL-V 36 6 56 \Y 76 \%
17 End of Transmit Block ETB  CTRL-W 37 7 57 W 77 w
18 Cancel CAN  CTRL-X 38 8 58 X 78 X
19  End of Medium EM CTRL-Y 39 9 59 Y 79 y
1A Substitute SUB  CTRL-Z 3A : 5A z TA z
1B Escape ESC CTRL-[ 3B ; 5B [ 7B {
1C  File Separator FS CTRLA 3C < 5C \ 7C |
1D  Group Separator GS CTRL-] 3D = 5D ] 7D }
1E Record Separator RS CTRL-A 3E > 5E A 7E ~
1F Unit Separator us CTRL-_ 3F ? 5F _ 7F Del
219



MATEMATIK

ASCII Tablosu kullanilarak secilen karakterlerin 10’luk tabandaki degerlerini (dec) 2'lik taban-
da yazma orneklerine yer verilir.

Taban Degistirme Algoritmasi

10'luk tabanda verilen bir sayiyi istenilen farkh bir tabana ceviren bir algoritma olugturalim.
Asagida verilen algoritmalar érnek niteliginde olup farkh ¢ézim yontemleri bulunabilir.

def taban_degistirme(sayi, taban):
kalanlar =[]
while True:
kalan = str(sayr % taban)
kalanlar.append(kalan)
sayl = say! // taban
if sayr == 0:
break
return kalanlar[:-1]

say! = int(input(“Onluk tabanda bir say giriniz: “))

taban = int(input(“Sayinin gevrilecegi tabani giriniz: “))

print(“10 tabanindaki {} sayisinin {} tabanindaki degeri: {}"
.format(sayi,taban,” join(taban_degistirme(sayi,taban))))

Program ciktisi;
Onluk tabanda bir sayi giriniz: 127
Sayinin gevrilecegi tabani giriniz: 3

10 tabanindaki 127 sayisinin 3 tabanindaki degeri: 11201

Blok tabanli programlama dili 6rnek koduna karekodu okutarak ula-
sabilirsiniz.
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Farkl bir tabanda verilen sayiyi 10’'luk tabana geviren bir algoritma olusturalim. Asagida verilen
algortimalar 6rnek niteliginde olup farkl ¢6zim yontemleri bulunabilir.

def onluk_tabana_gevirme(say! , taban):
onluk _taban =[]
us =0
while True:
basamak = say1 % 10
onluk _taban.append(basamak * (taban ** is))
say! = sayi // 10
us +=1
if sayr == O:
break
return sum(onluk_taban)

sayi = int(input(“Onluk tabana gevrilecek bir sayi giriniz: “))

taban = int(input(“Sayinin tabani giriniz: “))

print(“{} tabanindaki {} sayisinin onluk tabandaki degeri: {}"
.format(taban,sayi,onluk _tabana_cevirme(sayi,taban)))

Program c¢iktisi;
Onluk tabana cevrilecek bir sayi giriniz: 11201
Sayinin tabani giriniz: 3

3 tabanindaki 11201 sayisinin onluk tabandaki degeri: 127

Blok tabanli programlama dili 6rnek koduna karekodu okutarak ula-
sabilirsiniz.

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular1
Eller kullanilarak farkli say1 tabanlari i¢in kendi sayma sisteminizi gelistiriniz.
Bilgisayarlarin saklama alanlarini ve kullanilan birimleri (byte, kilobyte, gigabyte vb.) 2’lik say1 sistemi ile

iligkilendiriniz.
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o Farkli tabanlari birbirine ¢eviren bir algoritma yaziniz.

o Algoritmalarin karmasiklig1 ne demektir? Daha az karmagiklikta bir algoritma gelistirmek neden 6nemli-
dir?

« Bilgisayarlarda ¢arpma islemi yapilirken verimliligi artirmak i¢in kullanilan farkli algoritmalar: (Karatsu-
ba, Nikhilam vb.) arastiriniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Oz Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : MODULER ARITMETIK

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Moduler Aritmetik

KAZANIMLAR : 1. Kalan siniflarini aciklar.
2. Denklik siniflarini aciklar.
3. Denklikleri kullanilacagi gercek yasam problemleri kurar
ve ¢ozer.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, gunlUk hayat problemlerinden yola ¢ikarak mod kavraminin acik-
lanmasi hedeflenmektedir. Bolme algoritmasini kullanarak kalanlarin siniflandi-
rilmasi amaclanmaktadir. Kalan siniflari Uzerinde toplama ve carpma islemlerinin
yapilmasi istenmektedir. Ogrencilerin kalan siniflarinin ayrisim kimeleri oldu-
gunu kavramasl ve sembollerle ifade etmesi beklenmektedir. Kalan siniflari ile
denklikleri iliskilendirerek denkliklerin taraf tarafa toplanabildiginin ve carpilabi-
lidiginin gosterilmesi amaclanmaktadir.

Baslarken...

Tas Eksiltme Oyunu: iki kisi ile oynanan bir oyundur.
Belli bir sayida ¢akil tast ortaya koyulur. Her oyuncu sirasi
geldiginde bu kiimeden 1, 2 ya da 3 ¢akil tas1 alir. Son ham-
leyi yapan oyuncu yani ortada tag birakmayan oyuncu oyu-
nu kazanir. Ornegin, 4 tas koyuldugunda birinci oyuncu 1
tas alirsa ikinci oyuncu 3 tas alarak oyunu kazanir. 5 tas
koyuldugunda birinci oyuncu 1 tas alirsa ikinci oyuncu 1, 2
ya da 3 tastan hangisini alirsa alsin oyunu kaybeder. Oyu-
nu farkli sayida tasla oynayarak hangi durumlarda birinci
oyuncunun hangi durumlarda ikinci oyuncunun oyunu

kazanacagini bulunuz.
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Oyunda 4’tin kat1 olan bir sayida tag birakmak oyunun kazanma stratejisidir. Eger 14 adet tas varsa birinci
oyuncu 2 tas alarak ikinci oyuncuya 4’tin kat1 olan 12 tas birakir ve ikinci oyuncunun aldig: tas sayisina gore
aldig: tasla 4’tin kat1 olan miktarda tas birakarak oyunu kazanabilir. Buradan hareketle 14-2 sayisinin 4’iin
kat1 oldugu vurgulanir. Tas sayis1 x olsun, birinci oyuncunun kazanmak i¢in almasi gereken tas miktar1 y ol-
sun. O hélde; x ve y birer tam say1 ve x—y = 4k olacak sekilde bir k say1s1 vardur.

Tas eksiltme oyununda, baslangigtaki tas miktarinin 4 ile boliimiinden kalanin tas miktarindan ¢ikaril-
diginda elde edilen sayinin 4 tam béliinecegi vurgulanir. Burada taslar1 4’1 gruplar héalinde ayirdigimizda
geriye kalan taslar bize bolme isleminden kalani verir. O hélde baslangicta bulunan 14 tasin 4 ile bolimiinden
kalan 2'dir. Burada 4 sayis1 modiilii ifade etmektedir. Yani 14 sayisinin mod 4’teki dengi 2dir.

Mod Kavrami

— TAMI

X, y, m birer tam say1 ve m > 0 olmak iizere x — y say1si, m sayisina tam boliinebiliyorsa x ile y sayilar:
m modiiliine (mod m) gore birbirine denktir denir. x = y (mod m) seklinde gosterilir. O halde;

x =y (mod m) <=>m| (x—y) <=>x =y + km (k € Z)dir.

Ornegin:

¢ 14 = 2 (mod 4) <=> 4| (14-2) <=> 14=2+4k (k € Z)
e28=16=4=-8=-20(mod 12)

e 11 =29 (mod 3)

Ornek:

Bugiin giinlerden sali ise bugiinden sonraki 100. giin hangi giindiir?

Ccozum:
Bir hafta 7 giin oldugu i¢in mod olarak 7 alinir. Bugiinden sonraki 1. giin ¢arsamba, 2. giin persembe, 3.

giin cuma olarak bundan sonraki giinler de mod 7’ye gore denk olacaktir. O halde 100 = 2 (mod 7) olup 2.
giin persembedir.

Ornek:

Pembe (P), kirmizi (K), mavi (M), sar1 (S),
yesil (Y) renkli lambalar pembeden baslayarak
yesile kadar, sonra da geriye dogru tekrar pem-
beye kadar PKMSYSMKPK... seklinde sirayla
birer kez yanip sonmekte ve bu islem sira ile

tekrar etmektedir. Buna goére 2023’lincii sirada

hangi renk lambanin yanip sdnecegini bulalim.
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cozum:
PKMSYSMK/PKMSYSMK......ociiiiiiiiiiiiiiiiiiiee, seklinde diizenli bir dongii bulunur.

8 lamba yanip sondiikten sonra tekrar pembeden baslayarak dongii devam eder. Bu durumda 2023’iin 8
modiiliindeki karsilig1 bulunmalidir.

2023 =7 (mod 8) oldugundan 2023’tincii sirada yanip sonen lamba ile 7’nci sirada yanip sonen lamba ayni
renk lambadir. 7. sirada mavi renkli lamba oldugundan 2023’iincii sirada yanip sonen lamba da mavi renkli
lambadir.

Denkliklerin kullanilacagi gercek yasam problemlerine yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-4)

Teorem 1: x = y mod(m) ve a = b (mod m) ise
i.x+a=y+b(modm)
ii.x—a=y-b(modm)
iii.x.a=y.b(modm)
iv.k€Zigink.x=k.y(modm)
v.n € L igin x" = y" (mod m)

vi.k.x=k.y(modm)isex=y (mod ) denklikleri saglanir.

- m
ebob(k,m)

Ornek: (teorem vi) . 12x = 33 (mod 21) ise 4x = 11 (mod 7)dir.

Ornek:

11431+ 50 + 71+ ...+2021! = x (mod 35) ise x kagtir?

Coézum:

7! ve sonraki sayilar 35 ile boliinebildigi i¢in sadece 1! + 3! + 5! toplaminin mod 35deki degerine bakilir.
1'+31+5!=1+6+ 120 =127 = 22(mod 35) olur.

Ornek:

12023 32084 62023 720234 10202 + 122°% toplamuinin 13 ile boliimiinden kalan kagtir?

Ccozum:
12 = -1 (mod 13)

10 = —3(mod 13)
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7 = —6 (mod 13) oldugundan;
12023 4 12205 = 205 4 (1) = (
32023 4 10202 = 3203 4 (-3)22 = 0
625 4 7205 = 6% 4 (-6)02 =

12023 4 32023 4 2023 4 72033 1020233 + 12202 = ( (mod 13) olur, yani 13 ile tam bolunir.

Ornek:

2%7sayisinin 5 ile bolimiinden kalan kagtir?

Coézum:
2' =2 (mod 5)
22 =4 (mod 5)
23 =3 (mod 5)
2*=1 (mod 5)

2° =2 (mod 5) olacagindan bir dongti yakalanmistir. Yani her dort kuvvette bir tekrar ayni sayilar karsimi-
za gitkmaktadir. 57 = 4 . 14 + 1 oldugundan;

2= (241", 2'=1.2'= 2 (mod 5) olur.

Ornek:
3% mod 7de denk oldugu sayiy1 bulalim.
Coézum:
3% = x (mod 7) denkligini saglayan x degerini aramaktay1z.
3 = 3 (mod 7) Her say1 kendisine denktir. Her iki tarafin karesini alalim;
3?=9 =2 (mod 7) Taraf tarafa ¢arpalim;
3.32=3.2(mod7)
33 =6 = -1 (mod 7) Her iki tarafin 20. kuvvetini alalim;
(3)* = (-1)*

3% =1 (mod 7) bulunur.
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Ornek:

1+9+9+9 + ... + 9 toplaminin birler basamagindaki rakam kagtir?

Coézum:
Sayinin birler basamagi, say1 10°a boliindiigiinde kalan sayidir.
9 =9 (mod 10)
92= 1 (mod 10)
93 =9 (mod 10)
9*=1 (mod 10)

9" = 1 ve 9! = 9 oldugu goriiliir. 9’un ¢ift kuvvetleri 1 kalanini, 9’un tek kuvvetleri 9 kalanini vermek-
tedir . Toplamda 9’un gift ve tek kuvvetleri esit sayida oldugundan;

9+1=10 = 0 (mod 10) olur.

Ornek:

k bir dogal say1 olmak tizere 8'% sayisinin 11 ile béliimiinden kalan kagtir.

Coézum:
81%+3 = x (mod 11) denkligini aramaktay1z .
8 =8 (mod1l)
82=64=9 (mod 11)
8°=8.8"=8.9=6(mod 11)
8¢=8.8"=8.6=4(mod 11)
8=8.8=8.4=10=-1 (mod 11)
8= (8°)2 = (-1)*=1 (mod 11) olur. Déngii yakalanmis olur.

810k+3 = (810)k 83 = 1k, 6 = 6 (mod 11) bulunur ve x=6 olur.

Ornek:

26" sayisinin birler basamagindaki rakami bulalim.

Coézum:

2 =2 (mod 10)
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22 =4 (mod 10)
23 =8 (mod 10)
24 =6 (mod 10)
2° =2 (mod 10)
2’nin kuvvetleri alindiginda, sag taraf 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2, 4, .... olacak sekilde dongiiseldir.

2441 =2 (mod 10)dir. 3*=81=4.20+ 1ve 2% =2*1 = 2 (mod 10) bulunur.

Ornek:

567 sayisinin 11 ile boliimiinden kalan1 bulalim.

Coézum:
5=5(mod 11)
52=13 (mod 11)
53=4 (mod 11)
54 =9 (mod 11)
5°=1 (mod 11)
56 =5 (mod 11) dongii yakalanmis olur

5’in kuvvetleri alindiginda, sag taraf 5, 3,4, 9, 1, 5, 3, 4,9, 1, ... olacak sekilde her bes sayida bir dongiiseldir.
Bu durumda 37 sayisinin 5 ile boliimiinden kalani bulmamiz gerekir.

3 =3 (mod 5)
32=4 (mod 5)
33 =2 (mod 5)
3*=1 (mod 5)
37 =2 (mod 5)

Bu durumda 5%” = 52 = 3 (mod 11) olarak bulunur. Bu durumda verilen sayinin 11 ile bolimiinde kalan
3 olarak bulunur.

Mod kavramn ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5-11)
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Denklik (Kalan) Siniflari

Tas eksiltme oyununu tekrar diisiinelim. Baslangictaki tas sayist 14 oldugunda 4 ile boliimiinden kalan 2
oldugu i¢in birinci oyuncu 2 tag almali demistik. Peki, baslangicta 10 tas oldugunda ilk oyuncu kag tas almali-
dir? Yine 10’un 4 ile boliimiinden kalan 2'dir. Ayni sekilde baslangicta 6 tag oldugunda ilk oyuncu 2 tas almali-
dir. Sonug olarak ilk oyuncunun 2 tas almasi gereken tas sayilar1 kiimesi {2, 6, 10, 14, ...} olarak yazilabilir. Bu
kiimeye 2’nin denklik ya da kalan sinifi denir. m = 4 i¢in 2 ={2, 6, 10, 14, ...} olarak yazilir.

e/ ANIM

Verilen bir m sayisi ile boliindiigiinde x kalanini veren tam sayilar kiimesine X’in denklik (kalan) sinifi
denir ve X ile gosterilir.

Etkinlik Formu Soru 12.a incelenerek tablonun hangi mod degerine gore olusturuldugu belir-
lenir ve birbirine denk olan sayilar isaretlenerek ait olduklar1 denklik sinifin1 belirleme calis-
malan yapilir.

Bir sayinin pozitif m tam sayisi ile bolimiinden kalanlarin neler olabilecegi sorusu 6grencilere yoneltilir.
Bu kalanlarin listelenerek ifade edilmesi istenir. Bir sayinin m ile béliimiinden kalanlar {0, 1, 2, ..., (m—1)}dur.
O hélde m tam sayust i¢in; 0, 1, 2, ..., m—1 bi¢iminde mod m’ye gore m tane denklik (kalan) sinifi vardur.

T ANIM

m € Z ve m > 1 olmak iizere, kalan siniflarinin olusturdugu kiime; Z_ veya Z/m olarak gosterilir.

Z ={0,1,2, ..., m-1} olarak gosterilir.

m

Tas eksiltme oyununda baslangigtaki tas miktarinin 4 ile béliimiinden kalanlar sirayla 0, 1, 2 ve 3 olabilir.
O hélde Z, = {0, 1, 2, 3} tiir.

Ornegin m = 3 igin kalan siniflarini ve Z.’ii inceleyelim.

3 ile boliimiinden 0 kalanin1 veren sayilar yani 0’ (mod 3) de denk oldugu sayilar;

-6=-3

0=3

6=9=(mod3)ohalde0={...,-6,-3,0,3,6,9, ...} dur.

3 ile boliimiinden 1 kalanin1 veren sayilar yani 1'in mod 3’te denk oldugu sayilar;
L.=E-5=-2=1=4=7=10=(mod 3) ohalde 1 =1{...,-5,-2,1,4, 7, 10, ...} dur.

3 ile boliimiinden 2 kalanini veren sayilar yani 2’nin (mod 3)’te denk oldugu sayilar;
L.=E-4=-1=2=5=8=11= (mod3)ohalde2={...,-4,-1,2,5,8,11,...} dir.

Buradan hareketle Z, = {0, 1, 2}dir
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Ornek: 736.11 sayisinin Zteki karsilig 736.11 = 1. 2 = 2 (mod 3)den 2dir.
(-12)%iin Z_teki karsiligr (-12)* = (3)* = 81 = 1 (mod 5)'den T'dir.

X + 4 = 0 denkleminin Z daki ¢oziimii x = —4 = 2 (mod 6)dan 2dir.

L Kimesinde Toplama ve Carpma islemleri

Etkinlik Formu Soru 12.b'deki tablo 6grencilerle paylasilir ve rastgele sectikleri iki farkli sa-

yinin situnu ile bu iki sayinin toplaminin ve carpiminin esit oldugu sayinin siitunu arasindaki
iliski incelenir. Denklik simiflarinda toplama ve carpma islemleri ile ilgili genel kurala ulasilir.

Tabloda 6rnek olarak asagidaki islemler yapilir:

o Z,te 2 ile ayni siitundaki 14 ve 1 ile ayn1 siitundaki 13’ toplayalim. 14 + 13 = 27 sayis1 3 ile ayni siitun-
dadirve 14 + 13 =2+ 1 =3 olur.

e Z,te 2 ile ayni siitundaki 6 ve 1 ile ayni siitundaki 5’1 ¢arpalim. 6 . 5 = 30 sayis1 2 ile ayni siitundadir ve
6.5=2.1=2olur.

X,y € Z_ olsun. Bu elemanlar arasindaki toplama islemi @ ile ve ¢arpma islemi  ile gosterilirse;
X®y =x+yvex ® y = x.y dir.

Ornekler:

o Z)teld+13=2@1=2+1=3=0

. Z4’te6x5=§®T=2.

—
Il
\S]

Zm kiimesinde toplama ve carpma islemleri ile ilgili calismalara yer verilir. (Etkinlik Formu
Soru 13)

Etkinlik Formu Soru 13’teki toplama tablosu incelendiginde hi¢ degismemis bir satir var midir? O halde
toplama islemi yapilirken herhangi bir etkisi olmamig eleman hangisidir? Z kiimesinde toplama isleminin
etkisiz elemani 0'dir. Ayni sekilde ¢arpma tablosu incelendiginde hi¢ degismemis bir satir var midir? O halde
carpma iglemi yapilirken herhangi bir etkisi olmamis eleman hangisidir? Z kiimesinde ¢arpma isleminin
etkisiz elemani T'dir.

Her x € Zm i(;inx®6=6®i=ivex®T=T®x=;{’dir_
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Etkinlik Formu Soru 13’teki toplama tablosu incelenir ve toplama islemine gore etkisiz eleman olan 0’lar
isaretlenir. Bir elemanin toplama islemine gére tersini bulmak icin toplam1 0’1 veren sayilar bulunur. Ornegin
Z,de toplama islemine gore 3’iin tersi nedir? 3 ile toplami1 0 eden say: yani 3’iin tersi 1 olarak bulunur. Ayn
sekilde carpma tablosu incelenir ve ¢carpma islemine gore etkisiz eleman olan 1’ler isaretlenir. Bir elemanin
¢arpma islemine gore tersini bulmak igin toplami T’i veren sayilar bulunur. Ornegin Z de ¢arpma islemine
gore 3’tin tersi nedir? 3 ile carpimi 1 eden say1 yani 3’tin tersi 3 olarak bulunur. Ancak 2 ile garpimi 1 eden say1
yoktur, yani 2’nin tersi yoktur.

— QDL

Her x € Z_iginx @ (-x) =x + (-x) =0 ve (-x) ® x = (-x) + x = 0 oldugundan her x € Z_icin @ islemine

gore x in tersi (-x) tir.

—TADI

Her x € Z_i¢in x ® xl=x. @) =1ve(x)! ® x =x"'. x = I oldugundan her x € Z_ i¢cin ® islemine

gore x 'in tersi x™''dir.

Kalan (denklik) siniflarinda toplama ve carpma igslemine gore tersini bulma ¢alismalar yapilir.
(Etkinlik Formu Soru 14)

EK ETKINLiK ONERISIi

Arastirma Sorulari
o Tas eksiltme oyununun farkl: ¢esitlerini arastiriniz.
o Teorem I’i ispatlayiniz.

+ n#mi¢inZ NZ =@ oldugunu gosteriniz.

KAYNAKLAR

Nesin A. (2004). Modiiler ve p-sel Sayilar. Matematik Diinyast Dergisi, 13(3), 13-15.
Nesin A. (2008). Tas Eksiltme Oyunlar1. Matematik Diinyas: Dergisi, 17(2), 61-66.
OSYM, (1999). OSS Matematik Soru ve Cevaplari.

OSYM, (2000). OSS Matematik Soru ve Cevaplari.

Ozdemir M. (2020). Matematik Olimpiyatlarima Hazirlik 3. Altin Nokta Yayincilik.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceli Puanlama Anahtar1 Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ula-
sabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Cuma

Problem olusturma...

© ® N @ v A WN
()} o3}

-
o
o W

mn 1

12. a. mod 4’ gore olusturulmustur.
0={-4,0,4,8,12, 16, 20, 24, 28}
1={-3,1,5,9,13,17, 21, 25, 29}
2 ={-2,2,6,10, 14, 18, 22, 26, 30}
3={-1,3,7, 11,15, 19, 23, 27, 31}

b. Etkinlik i¢inde verilmistir.

Toplama islemine gore etkisiz eleman 0dir. 1’in tersi 4, 2’nin tersi 3, 3’tin tersi 2 ve 4lin tersi 1dir.

Carpma islemine gore etkisiz eleman 1dir. ’in tersi 1, 2’nin tersi 3, 3’tin tersi 2 ve 4’iin tersi 4’tiir.
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Etkinlik Formu

1. Tam 12%i gosteriyorken galistirilan bir saatin akrebi, 1999 saatlik siire doldugu anda kag1 gosterir?
(1999-0SS)

2. Buay agustos ayidir. Buna gore 327 ay 6nce hangi ay oldugunu bulunuz.
3. BILIMSANATBILIMSANAT harf dizisi periyodik olarak devam etmektedir. 2023incii harf nedir?

4. A,B,C,D,E F G siitunlarina 1'den baslayarak sekildeki sayma sayilar1 sirayla yaziliyor. Buna gore
1923. say1sinin hangi siitunda yer aldigini bulunuz.

5. Baslangigta A-1 bolmesinde bulunan Ferhat, her seferinde ¢apraz hareket ederek sekildeki gibi bir
oyun oynamaktadir. Buna gore Ferhat, asagidaki satir ve siitun numarasi verilen bélmelerin hangi-

sine ugrar?

A) A-221 B) B-221 C) C-221 D) D-221 E) E-221

. Bir hasta A hapini 6 giinde bir i¢iyor. Bu hasta, B hapini 8 giinde bir i¢iyor. Bu hasta A ve B hapini
birlikte ilk kez sal1 giinii iciyor. Buna gore, A ve B hapini ikinci kez birlikte ictigi giin hangisidir?

. Denkliklerin kullanilacag1 bir ger¢ek yasam problemi kurunuz ve ¢oziiniiz.

. 15! =14! (mod m) denkligini saglayan kag farkli m asal sayis1 vardir?
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9. 37 {in 5 ile béliimiinden kalan kagtir? (2000-OSS)
10. 99" sayisinin birler basamagindaki rakam kagtir?
M. A=(1D"+ @Y+ (51 + (71)" olduguna gore A sayisinin 6 ile boliimiinden kalani bulunuz.

12. Asagidaki tabloyu inceleyiniz.
0 1 2 5
8 9 10 11

a. Tablonun hangi mod degerine gore olusturuldugunu belirleyiniz ve birbirine denk olan sayilar
isaretleyerek ait olduklar1 denklik siniflarini belirtiniz.

b. Rastgele iki say1 seginiz ve hangi siitunda oldugunu belirleyiniz. Daha sonra toplamlari ile gar-
pimlar1 bularak hangi siitunda oldugunu bulunuz.

13. Z,={0, 1, 2, 3} kiimesi i¢in asagidaki tablolar1 doldurunuz.

14. 7Z_kiimesinde toplamaya ve ¢arpmaya gore etkisiz elemani bularak her elemanin toplamaya ve garp-
maya gore tersini bulunuz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

5. ETKINLIK : LINEER DENKLIK SiSTEMLERI
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/ModuUler Aritmetik
KAZANIMLAR : 1. Lineer denklik sistemlerini ¢cozer.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Ogrencilerin lineer denklik sistemlerinin ¢cézUmunun olup olmadigina karar ver-
mesi hedeflenmektedir. Cin Kalan Teoremi ile ilgili uygulamalari yapmasi amac-
lanmaktadir. Verilen sozel problemlere uygun lineer denklem sistemlerinin ku-
rulmasi ve ¢coézulmesi beklenmektedir.

Baslarken...

Antik Cin'de, bir savasta 1500 kisilik
bir orduya liderlik eden Han Xin adin- ‘
da bir general vardi. Tahminen 400-500
asker savagsta oldii. Askerler arka arka-
ya tigerli durdugunda 2 asker kalmusti,
beserli dizildiklerinde geriye 4 asker ka-
liyordu, yediserli dizildiklerinde geriye
6 asker kalmisti. Han Xin hemen “1049
asker var” dedi. Han Xin bunu nasil
yapti? Matematik hikayelerinde sik¢a
rastlayacaginiz bu 6ykii Cin ordusun-
da gergekten yasanmis olabilir mi? Kim

bilir? Ancak problemin orijinal kaynag:
t¢iinctl ylizyilda Cinde, Sun Zi Suan-

jing (Master Sun’s Mathematical Manu-

al) adli matematik eserinde kesfedilmistir. Giiniimiizde Cin Kalan Teoremi olarak bilinir. Cin Kalan Teoremi,
Sun Zi Suanjing'in Boliim 3, Problem 26'sinda soyle ifade edilir; “Elimizde bilinmeyen sayida nesneler var.
Uglia sayarsak, kalan 2dir; besli sayarsak, kalan 3’tiir; yedili sayarsak, kalan 2'dir. Bunlarin sayisini bulunuz.”
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Peo0BED 2.
Sl@eEdmame
G ERERE L)
Bu soru Ogrencilere yonlendirildikten sonra ¢oz-
leri icin si ilir. Dah 5 rsell dumvl
POn® 2 cortm tartgr Bilinmeyen mikiara x diyerc ifadeyi
2|3 ¢ $ Y ¥ y
%988 @ cebirsel olarak ifade etmeleri istenir.
> g Cin Kalan Teoremi ile 6grencilerin konuya ilgisi ge-
@@®® kildikten sonra oncelikli olarak modiiler aritmetikte
@ @@@ denklem ¢6zme ve lineer denklik sistemlerini tanimaya
yonelik ¢alismalar yapilacaktir. Daha sonra Cin Kalan
@@ 312 Teoremi kapsamli olarak ele alinacaktir.
@@
7| @404z
@aids
©426
L
@ased
Ornek:

Z./de 2x = 1 ise x kagtir?

Sorusuna yonelik tartigmalar yapilir.

Coézum:
1. yol: 2x = 1 (mod 5)
X'in Z,de alacag: degerler x = 0, 1, 2, 3 ve 4’tiir.
x=0i¢in2-0# 1 (mod 5)
x=1ligin2-1=2% 1 (mod>5)
Xx=2i¢in2-2=4%# 1 (mod>5)
Xx=3i¢in2-3=6=1(mod>5)
Xx=4i¢in2-4=8=3 %1 (mod5)
O halde x = 3’tiir.

po|on

= 3 (mod 5) olarak bulunur.

2.yol: 2x =1 (mod 5) ise x =%
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— TANINA

m € 7" ve x bir bilinmeyen olmak {izere, a, b tam sayilar1 igin,

ax = b (mod m)

bi¢iminde yazilan denklige bir bilinmeyenli lineer denklik denir.

Ornek:

Zda (2x + 5)(4x + 3) ifadesinin sonucu nedir?

Coézum:
(2x + 5)(4x + 3)=8x>+ 6x + 20x + 15 = 8x*>+ 26x + 15

= 2x%+ 2x + 3 (mod 6)

Zda (2x + 5)(4x + 3) ifadesinin sonucu 2x*+ 2x+3’tir.

Denklemlerin Z 'de ¢6ziim kiimesini bulmaya yénelik calismalar yapilir. (Etkinlik Formu Soru 2)

Ornek:

7, de x*+ 4x+ 3= 0 denkleminin kokleri oraninin alabilecegi degerleri bulunuz.

Coézum:

x*+ 4x + 3= 0 denklemini ¢arpanlara ayirdigimizda (x + 1)(x + 3) = 0 yazilir.

-1 1 -3
x, = -1 ve x,=—3’tiir. Kéklerin orani 3= Ve T 3’tir.
7, de % = % = 4 (mod 11)dir. Dolayisiyla kokler orani 3 ya da 4’tiir.
Ornek:

X € Z* olmak tizere, 2x*+ 11x + 9 = 0 (mod x>+ x) ise X’in alacag1 degerleri bulunuz.

Ccozum:
2x%+ 11x + 9x = 0 (mod x*+ x)
2x2+2x+ 9x+ 9 =0 (mod x>+ X)

2(x*+x) = 0 (mod x>+ x) olur.
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O hélde 9(x + 1) = 0 (mod x* + x) denklemini saglayan x degerine bakilir.
k € Z olmak tizere 9(x + 1) = (x* + x)k + 0 seklinde yazilir.
9(x+ 1) =x(x + 1)k ise 9 = xKdur.

X € Z*vek € Z igin x = {1, 3, 9} olur.

Asagidaki teoremi kegfetmek igin Etkinlik Formundaki lineer denklik sistemlerinin ¢dziimle-
rini bulmaya ve giinlik hayat problemlerini denklik sistemleri seklinde ifade etmeye y6nelik

calismalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3, 4)

Teorem 1:

Bir a sayisinin m, m, ..., m sayilarina boliimiinden kalanlar esit ve b olsun. O halde

a =b (mod ekok(m, m,, .., m ))dir.

Bir Elemanin Tersi

Bir elemanin ¢arpmaya gore tersi lineer denklikler kullanilarak asagidaki gibi tanimlanabilir.

— AN

Bir a tam sayis1 i¢in, ax = xa = 1 (mod m) denkligini saglayan x tam sayisina a sayisinin mod mde tersi

denir ve a! ile gosterilir.

Lineer denklik sistemlerinin ¢6zimi Gzerinden bir elemanin tersi olup olmadiginin tartisilaca-

g1 calismalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5, 6)

Ornek:

7 sayisinin mod 9da tersini bulunuz.

Coézum:
1. yol:

X, 7’nin mod 9da tersi olmak tizere; 7x = 1 (mod 9) olarak yazilabilir.
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O hélde; -2x =1 = 10 (mod 9) olur. x = -5 = 4 (mod 9) olarak bulunur.

2. yol:
1_28

=5 =4 (mod 9) olarak bulunur.

7x = 1 (mod 9) olarak yazilabilir. x =

Peki herhangi bir mod'da bir elemanin tersi her zaman var midir? Sorusu 6grencilere yonlendirilir. Ornek
olarak Etkinlik Formu Soru 6’y1 ¢6zmeleri istenir.

Ornek:

Etkinlik Formu Soru 6

6 sayisinin mod 8de tersini bulunuz.

Cozum:
6x = 1 (mod 8) olacak sekilde bir x tam say1s1 var midir? x € {0, 1, 2, ..., 7} icin bu denklik saglanmaz. Bu
denkligin bir ¢6ziimii olmadig1 i¢in 6'nin mod 8de tersi yoktur.
Bir elemanin bir mod’da her zaman tersi olmayabilir. Peki ne zaman bir elemanin tersi yoktur?
Yukaridaki 6rneklerden bir genellemeye ulagilmasi saglanur.
Teorem:
0 #a € Z ’nin carpimsal tersinin olmas i¢in gerek ve yeter sart ebob(a,n)=1 olmalidir.

Ornegin, 4’in mod 6da, 4x = 1(mod 6) denkliginde ebob(4, 6) = 2 ve 211 oldugu igin tersi yoktur.

Cin Kalan Teoremi

Oncelikle Etkinlik Formu Soru 7 égrencilere yonlendirilir ve Teorem 1'de b olarak ifade edilen degerin esit
olmadig1 durumlarda nasil bir yol izleyebilecekleri kesfettirilmeye caligilir.

Ornek:

Etkinlik Formu Soru 7

6’ya boliindiigiinde 1 ve 7’ye boliindiigiinde 4 kalanini veren en kiigiik pozitif tam say1 kagtir?
1. C6zum:

x=1(mod6)ise x=1,7,13,19, 25,32, ...

X =4 (mod 7) ise x=4,11, 18, 25, 32, ...

olarak disiiniildiigiinde x’in en kiigiik pozitif degeri 25 olarak bulunur.
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2. Cozum:
x =1 (mod 6) ve x = 4 (mod 7) oldugundan, Teorem 1’i kullanamay1z.
k € Z olmak tizere, x = 6k + 1 olur.
Bunu ikinci denklikte yazarsak 6k + 1 = 4 (mod 7) olur.
6k = 3 (mod 7) buradan da 2k = 1 (mod 7) olur. k = 4 (mod 7) elde edilir.
x = 6k + 1 denkliginde x’in en kii¢iik degerini bulmak i¢in k = 4 yerine yazilirsa x = 25 olur.

Daha sonra 2'den fazla denkligin oldugu durumlar i¢in ¢6ztim 6grencilerle birlikte yapilir.

Ornek:
x =1 (mod 3)
X =4 (mod 5)

X = 5 (mod 7) olduguna gore en kiigiik x pozitif tam sayisini bulunuz.

Coézum:
[lk olarak x’in her denklikte alabilecegi sayilar1 yazalim ve ortak olan en kiigiik sayry1 bulmaya calisalim.
x =1 (mod 3) isex =1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37, ...
x=4(mod5)isex=4,9, 14, 19, 24, 29, 34, 39,...
X =6 (mod 7) ise x = 6, 13, 20, 27, 34, 41, ...

olarak diistintildiigiinde x’in en kiigiik pozitif degeri 34 olarak bulunur. Ancak istenen deger her zaman ko-
layca bulunamayabilir. Bunun i¢in denklik sistemlerini kullanarak bir ¢6ziim yontemi gelistirmemiz gerekir.

3. denkligi kullanarak k € Z i¢in x = 7k + 6 olarak yazilabilir.
2. denklikte x yerine yazarsak 7k + 6 = 4 (mod 5) elde edilir.
Burada 7k = 2k = -2 (mod 5) olarak k = -1 = 4 (mod 5) elde ederiz.
n € Z igin k = 5n + 4 olarak yazilabilir.
Bu ifadeyi x = 7k + 6 denkleminde yazarsak x = 7 (5n + 4) + 6 = 35n + 34 olur.
1. Denklikte yerine yazarsak 35n + 34 = 1 (mod 3) olur.

Bu ifade 2n + 1 = 1 (mod 3) ifadesine denktir. 2n = 0 (mod 3) olur.
n = 0 (mod 3)’tiir. O halde i € Z i¢in n = 3i olur.

X = 35n + 34 denkleminde yazarsak x = 35 - (3i) + 34 = 105i + 34 olur.
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O hélde x = 105i + 34 = 34 (mod 105) olarak ifade edilir.

Burada her denklikten elde edilen ifadenin diger denklikte yerine yazilarak ¢6ztimiiniin bulunabilmesi i¢in

mod degerlerinin aralarinda asal olmalar: gerektigine dikkat ¢ekilir.

X = 34 (mod 105) ifadesi elde edildigine gore (mod 105)’te yani (mod 3.5.7)de verilen denklik sisteminin

tek bir ¢o6ztimii vardir.

Cin Kalan Teoremi

8158, 85 +ev s S, sayilar1 ikiser ikiser aralarinda asal sayilar olmak iizere,

1?52 3

x =k, (mods,)
x =k, (mods,)
x =k, (mods,)

denklik sistemi mod (s s,s, ... s, )’ye gore bir tek ¢oziime sahiptir.

ispat:
M =sss, ... s, olsun. M/s = m olsun. ebob(m,,s ) = 1 olur. Dolayisiyla, m ’in tersi vardir.
Yani m'm =1 (mod s,) olacak sekilde bir m " sayis1 vardir.
Buna gore;
m'm =1 (mods)vei=2,3,..,ki¢cinm;'m =0 (mods,) olur.

Benzer sekilde i € {2, 3, ..., n} igin m'm, = 1 (mod si) vej # iigin,m'm =0 (mod sj) sayilar1 bulunabilir.
Boylece,

_ -1 -1 -1
x=km'm +km'm +..+km'm
yukaridaki denklik sisteminin bir ¢6ziimii olur.
Bu ¢oziimiin tek oldugunu goéstermek igin tiimevarim yontemini kullanalim.

x =k, (mod s,) denkliginin tek ¢oziimii vardir. Ilk n - 1 denkligin tek ¢éziimii oldugunu kabul edelim. n
denklik sisteminin tek ¢6ziimii oldugunu gostermek istiyoruz. Oncelikle x, ve x, iki ¢oziim oldugunu kabul
edelim.

Buna gore;
X, -Xx,=0(modss,..s )vex —-x, =0 (mods) olur.
8,8, .S |x1 - X, ve sn| x, - x, elde edilir.

Yani x, =x, (mod s,s, ... s ) dir.
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Ornek:

7’ye boliindiigiinde 2, 9’a boliindiigiinde 4 ve 107 boliindiigiinde 1 kalanini veren sayiy: bulunuz.

Ccozum:
X =2 (mod 7)
X =4 (mod9)

x = 1 (mod 10) ise sorunun ¢oziimiinii Cin Kalan Teoreminin ispatini yaparken kullandigimiz yontem ile

yapalim.
M =7.9.10 = 630dur.
m, = 6370 =90 i¢in m ’in tersini bulalim.

m;'-90 = 1 (mod 7) ise 6m;' = 1 = 36 (mod 7), m;' = 6 (mod 7)

m, = % =70 icin, m2’nin tersini bulalim.
m,"-70 =1 (mod 9) ise 7m;' = 28 (mod 9), m;' = 4 (mod 9)
m; = % = 63 i¢in, m3’1"1n tersini bulalim.

m;'- 63 =1 (mod 10) ise 3m;' = 1 = 21 (mod 10), m;' =7 (mod 10)
Ohéldex=km'm +km;'m +..+k m'm_oldugunda;

X =2.6.90 +4.4.70 + 1.7.63 = 1080 + 1120 + 441 = 2641 = 121 (mod 630) elde edilir.

Ornek:

49" sayisinin son iki basamagi kagtir?

Coézium:
Sayinin son iki basamagini bulmak i¢in 100 ile boliimiinden kalan bulunmalidir.
100 = 25 x 4 ve ebob(25,4) = 1 oldugundan
X = 49" (mod 100) ifadesi Cin Kalan Teoremine gore;
X = 49Y (mod 25)
X = 49Y (mod 4)
olarak yazilabilir.
X =49Y = (-1)" = -1 (mod 25)

X=49Y=1Y=1 (mod 4)
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Cin Kalan Teoremine gore;
X = (<1). 4.19 + 1.25.1 (mod 100)
X = -76 + 25 (mod 100)
X = -51 =49 (mod 100)

olduguna gore, 49" sayisinin son iki basamagi 49'dur.

Verilen s6zel problemlere uygun lineer denklem sistemlerinin kuruldugu ve ¢6zildigu calis-

malara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8-10)

Gin Kalan Teoremi’ni inceledigimizde s, s, s, ..., s_sayilar1ikiger ikiser aralarinda asal sayilar olmak iize-
re” on kosulu ile baglamaktadir. Bu kosulun neden gerektigi ile ilgili tartismalara yer verilir.

Cin Kalan Teoremi'nde 6n kogul olan modlann ikiserli aralarinda asal olma durumu gercekles-

mezse ne gibi sonuclar olusacagini gérmek icin 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 11, 12)

EK ETKINLIK ONERISi
Aragtirma Sorulari
« Etkinlik icerisindeki teoremleri ispatlayiniz.

« Cin Kalan Teoremi'nde kullanilan farkli modda sifreleme ve desifreleme yontemlerini arastiriniz.
5
. 23t sayisinin son iki basamagini bulunuz.

o 4.2023! sayisinin sondan sifir olmayan iki basamagini bulunuz.

KAYNAKLAR

Kangsheng, S. (1988). Historical Development of The Chinese Remainder Theorem. Archive for History of
Exact Sciences, 285-305. http://people.math.harvard.edu/~knill/crt/lib/Kangsheng.pdf Erisim Tarihi:
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Nesin A. (2004). Modiiler ve p-sel Sayilar. Matematik Diinyas: Dergisi, 13(3), 13-15.

Ozdemir M. (2020). Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik 3. Altin Nokta Yayincilik.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1. Etkinlik icerisinde verilmistir.
X =6 (mod 8)

. 118

. Etkinlik icerisinde verilmistir.
Etkinlik icerisinde verilmistir.
. Etkinlik icerisinde verilmistir.

157

10. Problem olusturma
1. 19

12. Bos kiime
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Etkinlik Formu

2x — 1 = 0 denkleminin Z_deki ¢ziimiinii bulunuz.

. Zgde 3x = 2 denkligini saglayan x degerlerini bulunuz.
x iki basamakli bir dogal say1,
X =3 (mod 4)

X = 3 (mod 7) olduguna gore x’in en kiigiik ve en biiyiik degerlerinin toplami kagtir?

. Ahmet, elmalarin1 beserli saydiginda 3, altisarli saydiginda 4, yediserli saydiginda 5 elmas: kaliyor.

Ahmet’in en az ka¢ elmas1 vardir?

. 7 sayisinin mod 9da tersini bulunuz.

6 sayisinin mod 8'de tersini bulunuz.

6’ya boliindiigiinde 1 ve 7’ye boliindiigiinde 4 kalanini veren en kiigiik pozitif tam say1 kagtir?

. 5e bolundigiinde 2, 7’ye boliindigiinde 3 ve 9a boliindiigiinde 4 kalanini veren en kiigiik pozitif

tam say1 kagtir?

. Sun Zi Suanjing'in B6liim 3, Problem 26'sinda ifade edilen problemi Cin Kalan Teoremi'ni kullana-

rak ¢oziiniiz.

“Bilinmeyen sayida nesneler var. Uglii sayarsak, kalan 2dir; begli sayarsak, kalan 3’tiir; yedili sayar-

sak, kalan 2dir. Bunlarin sayisin1 bulunuz”

. Denkliklerin kullanilacag bir gercek yasam problemleri kurunuz ve ¢oziiniiz.

. 6’yaboliindiigiinde 1 ve 8¢ boliindiigiinde 3 kalanini veren en kii¢iik pozitif tam say1 kagtir?

12. 12’ye boliindiigiinde 7 ve 10% boliindiigiinde 2 kalanini veren en kiigiik pozitif tam say1 kagtir?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : SIFRELEME TEKNIKLERI

MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Moduler Aritmetik

KAZANIMLAR : 1. Matematigin sifrelemedeki rolunu aciklar.
2. Sifrelemede kullanilan teknikleri aciklar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Hesap makinesi

Etkinligin Amaci

Sifrelemenin dil, veri, bilisim, vb. alanlardaki 6rneklerine yer verilecegi bu etkinlik-
te, 6grencilerin sifrelemenin tarihsel gelisim sureci icinde matematiksel kavram-
larin nasil kullanildigini aciklamalari hedeflenmektedir. OJrencilerin; simetrik sif-
releme yontemleri, Diffife-Hellman anahtar dagitim metodu, asimetrik sifreleme
yontemleri ve RSA sifreleme yontemi ile calismalar yapmasi amacglanmaktadir.

Baslarken...

Geg¢misten giiniimiize bilgi, insanlarin tarihi sekillendirmesinde ¢ok 6nemli olmus, bu nedenle de bilginin
giivenli iletilmesi giderek artan bir ihtiya¢ haline gelmistir. Insanlarin bu ihtiyacindan kriptoloji bilimi dog-
mus ve gizli yazigma sanati anlamina gelen kriptografinin ¢aligma disiplini olmustur. Kriptografi; bilgi giiven-
liginde gizlilik, kimlik denetimi, biitiinliik gibi kavramlarin saglanmasi i¢in ¢alisan matematiksel yontemler
biitiiniidiir. Bu yontemler, bilginin bulundugu ya da kullanildig1 ortamda karsilagilabilecek saldirilardan bilgi-

yi, bilgi gondericisini ve alicisini koruma amaci tagir.

Kriptolojide orijinal metne, diiz metin; sifrelenmis metne ise sifreli metin denilmektedir. Diiz metnin ige-
rigini saklamak i¢in sifreleme isleminin yapilmasi gerekmektedir. Diiz metinleri sifreli metinlere ¢evirmek

i¢in anahtar kullanilmaktadir.

Tarih boyunca cesitli kriptoloji yontemleri kullanilmistir. Sizin bildiginiz sifreleme yontemleri var m1?

Daha once sifreli bir metin olusturdunuz mu?
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Sifreleme teknikleri, teknolojinin gelismesi ve bilgisayarlarin kullanilmasi ile gok farkli bir boyut kazanmis
ve modern teknikler kullanilmaya baslanmuistir.

Modern teknikler kullanilan anahtara gore simetrik sifreleme (gizli anahtar sifreleme) ve asimetrik sifreleme
(agik anahtar sifreleme) algoritmalar1 olmak tizere ikiye ayrilmaktadir.

f |

‘ KLASIK TEKNIKLER ’ ‘ MODERN TEKNIiKLER
1 1
SIS «Yel.' Simetrik Asimetrik
Koyma Degistirme
Tek Blok
Alfabeli Sifreleme e
AES/
Cok — - o
Alfabeli _Rijndael DSA
m E | Diffie
Hellman
— 3DES
Akis
Sifreleme

Simetrik Sifreleme Algoritmalari

Kriptografi hakkindaki metinlerde standart héaline
gelmis ti¢ karakter olan Alice, Bob ve Eve’den bahsede-
lim. Alice ve Bob aralarinda Eve’den gizli haberlesmek
istiyor ancak Eve mesaji okumak istiyor. Bu durumda
Alice ve Bob ne yapmalidir? Alice, Bob’a 6zel bir mesaj
gondermeden 6nce mesaji sifrelemelidir. Ancak Bob bu
mesaj1 okuyabilmek i¢in ayn1 anahtara sahip olmalidir.
O hélde Alice ve Bob bir giin bulusarak gonderilecek
metinler i¢in anahtar belirlemelilerdir. Eve’in bilmedigi

bir anahtar ile sifrelenmis metinleri birbirlerine iletme-
leri tamamen giivenlidir.

Simetrik anahtarli sifreleme algoritmalarinda agik metni sifrelemek igin bir gizli anahtar segilir ve bu gizli
anahtarla metin sifrelenir. Alic1kisi, bu sifreli metni yine ayn1 gizli anahtar ile ¢6ziip diiz metne gevirir ve okur.
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Klasik yontemlerden Sezar, Vigenere vb. gibi sifreleme teknikleri de simetrik anahtarli sifreleme yontem-
lerindendir. Ancak modern kriptografide harflerin elektronik ortamda bitlerle ifade edilmesi ile sifreleme
yapilmaktadir.

Bilgisayarlar kullanilarak bir metindeki karakterler 6nce ASCII tablodaki degerlerine gore ikilik tabanda
bitlere yani 1 ve 0’lara doniistiiriilerek sifreleme islemleri gergeklestirilebilir. Sayilarin belli bir sistemle yer
degistirdigi ya da belirlenen bir anahtarin ikilik tabana gevrilerek anahtardaki her bir sayinin metne eklene-
rek sifrelendigi yontemler 6rnek olarak verilebilir. Elde edilen sifreler tekrar ASCII tablo yardimiyla metne
cevrilir.

Asagidaki yonergeleri takip ederek sifreleme yapiniz.
. Metindeki her harfin ASCII tablodaki degerini bulunuz. (Ornegin “A”=65)
. ASCII tablodaki degeri ikilik tabanda ifade ediniz. (65=(01000001),)
. Elde ettiginiz sayilari metindeki harflerin yerine yan yana yaziniz. ("A” yerine 01000001)

. Anahtar olarak yer degistirme yontemini kullaniniz. Yer degistirme yontemi 1 ve O’lardan
olugan metindeki sayilar sirastyla birinci ile ikinci basamagi, iguncu ile dérdinci basamagi vb.

degistirerek yaziniz.

1.0 0 0 0 0O 1 O

. Elde edilen ifadeyi tekrar 10'luk tabanda ifade ederek ASCII tablodaki ifadesini bulunuz.
((1000010),=130="¢")

Dolayisiyla “A” sembolii “é” semboli ile sifrelenmigtir.
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Ornek:

Yer degistirme yontemini “BILSEM” kelimesi i¢in uygulayarak sifreleyiniz.

B = 66 = (01000010),
I = 73 = (01001001),
L = 76 = (01001100),
S = 83 = (0101001,
E = 69 = (01000101),
M = 77 = (01001101),

Burada anahtar yer degistirme yontemidir. Harfler ikili gruplara ayrilarak yer degistirilir ve sifreli metin
olugturulur.

Orijinal metin: 01000010 01001001 01001100 01010011 01000101 01001101

Sifreli metin: 10000001 10000110 100071100 10100011 10001010 10001110

Olusturulan sifreli metindeki harfler yine onluk tabana gevrilerek degeri ASCII tabloda bulunur.

(10000001), = 129 =
(10000M0), = 134 = &
(1000M00), = 140 = i

(l0100011), = 163 = G
(10001010), = 138 = ¢
(10001M0), = 142 = A

“BILSEM” kelimesinin sifrelenmis hali “i4ia¢A” olarak bulunabilir. Bu karakterleri degerlerini elde etmek
i¢in “Genisletilmis ASCII Tablosu” kullanilmalidir.

Asagidaki yonergeleri takip ederek sifreleme yapiniz.

. Metindeki ve anahtardaki her harfin ASCII tablodaki degerini bulunuz. (Ornegin metin “A"=65
ve anahtar “b"=98)

. ASCII tablodaki degeri ikilik tabanda ifade ediniz. (65=(01000001), ve 98=(01100010),)

. Elde ettiginiz sayilar metindeki harflerin yerine yan yana yaziniz daha sonra anahtar metin igin
belirlenen sayiyi da altina yaziniz. ("A” yerine 01000001 ve “b” yerine 01100010 yazilir.)
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4. Alt alta olan sayilari matematiksel mantikta kullanilan iglemi uygulanir. XOR Operatori ile
Sifreleme Yontemi olarak bilinmektedir.

(MetinfA O 1 0 O O O O 1

(Anahtar) b 0 1 1 0 O O 1 O

Sifre 0 0O 1 0 O O 1 1

5. Elde edilen ifadeyi tekrar 10'luk tabanda ifade ederek ASCII tablodaki ifadesini bulunuz.
((00100011), = 35 = “#")

Dolayisiyla “A” sembolii “#” sembolii ile sifrelenmistir.

Ornek:

“BILIM” metnindeki her harfi ASCII tabloya gore ikilik tabanda ifade ediniz. “KITAP” kelimesini anahtar
metin olarak belirleyip metni etkinlikteki gibi sifreleyiniz.

Coézium:
B = 66 = (1000010), K = 75 = (1001011),
I = 73 = (1001001), I = 73 = (1001001),
L = 76 = (1001100), T = 84 = (1010100),
I = 73 = (1001001, A = 65 = (1000001),
M = 77 = (1001101), P = 80 = (1010000),

Orijinal metin (BILIM): 01000010 01001001 01001100 01001001 01001101
Anahtar (KITAP): 01001011 01001001 01010100 01000001 01010000

Sifreli metin: 00001001 00000000 10011000 00001010 00011101

Olugsturulan sifreli metindeki harfler yine onluk tabana gevrilerek degeri ASCII tabloda bulunur.

(00001001), = 9 = HT
(00000000), = O = NULL
(lo01000), = 152 = ¥
(00001010, = 10 = LF
(0oomol, = 29 = GS

“BILIM” kelimesinin sifrelenmis hali “HTNULLYLFGS” olarak bulunabilir. Bu karakterleri degerlerini
elde etmek icin “Genisletilmis ASCII Tablosu” kullanilmalidir.
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Ogrenciler ikili gruplara aynlir ve aralarinda bir anahtar belirleyerek ilk 6nce sifreli metinler
olustururlar, daha sonra degistirerek sifreli metinleri desifre ederler. Farkli kelime ve anahtar-
lar ile sifreleme calismalarina yer verilir. Ogrencilerden 0 ve 1'lerle yapilabilecek farkli sifre-
leme yontemleri 6nermeleri istenir.

Anahtar Dagitim Problemi

Alice, Bob ve Eve'in haberlesme sistemini tekrar diisiinelim. Giivenligi artirmak i¢in Alice, Boba gonder-
digi her mesaji farkli bir anahtarla sifrelemek istemektedir. Ancak bu durumda da Bob'un tiim anahtarlar:
bilmesi gerektiginden Alice’in siirekli olarak anahtarlar1 Boba aktarmasi gerekmektedir. Bunu ¢6zmek i¢in
Alice ve Bob her hafta bulusarak onlerindeki yedi giin boyunca kullanacaklar1 anahtarlar1 belirleyebilirler.
Anahtarlar1 sahsen degistirmek kesinlikle giivenli bir yoldur ancak kolay degildir. Ikisinin de farkli iilkelerde
yasadiklarini diisiinelim. Alternatif olarak bir kurye tutabilirler ancak bu da az giivenli ve pahali bir yoldur.
Her iki durumda da anahtarlarin dagitimi bir problem olarak kalmaktadir.

——

s .
Alice

Mlice kutuyu kilitleyerek Boba gonderir.

)

®

E g i g i g i :
o< —amj<) o< -amp<

0
V)

Bob

- -

.
l‘ I s

Bob kutuya kendi kilidini de ekleyerek Alice'e tekrar gonderir.

—

Z N
@
o=

Alice kendi anahtar: ile kendi kilidini acarak tekrar Bob‘a gonderir.

5

Bob kendi anahtari ile kendi kilidini a¢arak mesai okur.
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Bu problem 1976 yilinda “Diffie-Hellman Anahtar Degisimi” ile ¢oziilmistiir. Alice, Boba gonderecegi
mesaj1 bir kutuya koyar ve anahtar1 kendinde olan asma bir kilit takar. Bob bu mesaj1 aldiginda asma kilidin
anahtar1 kendinde olmadig i¢in agamaz ve Bob anahtar1 kendinde olan ikinci bir asma kilit takarak kutuyu
Alicee geri gonderir. Alice anahtarini kullanarak kutuyu agar ancak kutuda héala Bob'un asma kilidi bulun-
maktadir. Daha sonra kutu Bob&a gelir ve Bob kilidi agarak mesaj1 okur. Tiim bu iletimler sirasinda kutu hep
kilitlidir ve Eve’in elinde her iki anahtar da bulunmadig i¢in kutuyu agamaz.

Anahtar dagitim problemi ¢oziilmiis gibi goriinmektedir ancak bu sistemde biiyiik bir engel bulunmak-
tadir. “Bu problem sizce ne olabilir?” sorusu 6grencilere yonlendirilir. “Sizce Bob kendi kilidini Alice’in ki-
lidinin tam {izerine taksaydi Alice anahtara sahip olmasina ragmen kilidini agmakta zorlanir mrydi?” gibi
sorularla 6grencilerin cevabi bulmasi saglanir. Sorun anahtarlarin kilitlerinin agilma sirasindadir. Konu asma
kilit oldugunda bu durum sorun olmasa da karmasik sifreleme ve desifreleme islemlerinde son eklenen ilk
¢ikarilir kurali uygulanmalidir. Siranin 6nemini anlamak i¢in soyle diisiinelim: Sabahlar1 evden ¢ikarken ilk
once goraplarinizi giyip daha sonra ayakkabilarinizi giyiyorsunuz, aksam eve geldiginizde ise ilk 6nce ayakka-
bilarinizi daha sonra ¢oraplarini ¢ikarmalisiniz.

Olusan bu problemin Diffie-Hellman tarafindan onerilen ¢6ztimii anahtar olarak renk kullanan bir sifre
tizerinden agiklayalim. Alice, Bob ve Eve'in de aralarinda oldugu herkesin elinde iig litrelik bir kap olsun ve
her birinde bir litre sar1 boya olsun. Alice ve Bob kendilerinde olan gizli bir renkteki boyadan kendi kaplarina
eklesinler. Alice bir kirmizi tonu eklerken Bob da bir mavi tonu ekleyebilir. Daha sonra her ikisi de kendi kari-
simin1 digerine gonderir. Son olarak Alice, Bobun karigimini alir ve kendi gizli renginden bir litresini Bobdan
gelen kaba ekler. Bob da kendi gizli rengin-
den b1r litresini Aliceden gelen kaba ?kle{. Alice Bob
Her iki kap da ayni renkte olmalidir ¢iinkii
her ikisinde de sari1, kirmizi ve mavi vardir.

Ortak Renk

Ortaya ¢ikan ortak renk anahtardir.

Burada dikkat edilmesi gereken en
onemli nokta Eve’in gizli renklerin eklen-

digi boya karisimlarini ele gegirebilmesine Gizli Renkler

ragmen boyalar1 ayristiramamasidir. Yani
bu karisim tek yonliidiir geri dondiiriilemez.

‘l
‘l

Bu fikir Alice ve Bob'un herkese agik bir go- Herkese Acik Degisim

riismede gizli bir anahtar belirleyebilmeleri-
ne olanak saglamaktadir.

Diffie-Hellman bu fikirden yola ¢ikarak
ve modiiler aritmetik kullanarak kriptolo-

\
A
\
A

jide kullanilmak tizere bir anahtar degisim
sistemi gelistirmislerdir. Bu yontem bilim

+ "
+ "

tarihinin en akil dis1 buluslarindan biridir

ve kriptolojinin kurallarini yeniden yazma- -
Gizli Renkler

ya zorlamistir. Kullanilacak yontem su sekil-

dedir; g* (mod p)’yi hesaplamak i¢in Alice
ve Bob; g ve p degerleri belirleyerek bunu

herkese agik bir ortamda birbirleriyle payla- Ortak Karisim
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sirlar. p (prime) degeri biiyiik bir asal say1 olmalidir, g (generator) degeri iireteg sayisidir ve pden kiigiiktiir.

Alice ve Bob kendileri i¢in gizli birer x degeri belirlerler ve bulduklar: sonucu birbirleriyle paylasarak ortak

bir anahtar tizerinde anlagmis olurlar. Birbirleriyle paylastiklar: degerleri Eve gorse dahi x’leri bulmasi imkéan-

sizdir. Bunu bir 6rnek {izerinde inceleyelim;

Acilama

Alice ve Bob g ve p degerlerini herkese
acik ortamda birbirleriyle paylasirlar.

Alice ve Bob gizli bir sayi belirlerler ve kim-
Alice ve Bob gizli sayilarini g* (mod p)'de x
Alice ve Bob elde ettikleri sonugclari birbir-

Alice; Bob'dan aldigi b degerini g* (mod

Bob; Alice'den aldigi a degerini g* (mod

Alice ve Bob ayni sonucu bulmuslardir. Bu

Adimlar Alice Bob
1. Adim g=7,p=11 g=7,p=11
2. Adim 3 6
seyle paylasmazlar.
= i 73 =343 =2 7°= 111,649 = 4
Adim (mod 11) (mod 11) yerine yerlestirirler.
4. Adim a=2 b=4 ) . .
lerine gdonderir.
bP=4=64=9 at= 26=64=9 p)de gyerine yerlestir.
5. Adim
(mod 11) (mod 11)
p)'de g yerine yerlestir.
6. Adim Anahtar =9 Anahtar =9

anahtardir.

Ogrenciler ikigerli gruplara aynlir ve Alice ve Bob'un yaptigi gibi kendi gizli anahtarlarini be-

lirledikten sonra ortak bir anahtar belirlemeleri istenir.

Asimetrik Sifreleme Algoritmalari

Asma kilit 6rnegine donecek olursak agzi agik olan bir asma kilidi her-
hangi birisi sadece kapatarak kilitleyebilir ancak sadece anahtara sahip
olan birisi agabilir. O halde Alice bir asma kilit ve anahtar tasarlar, anah-
tar1 saklar ancak kilidin binlerce kopyasini tiim postanelere dagitir. Bob,
Alicee gizli bir mesaj gondermek isterse postaneye gider ve mesaji bir
kutuya koyar ve Alice’in asma kilidiyle kitler. Artik kutuyu Alice disinda
Bob dahil kimse agamaz.

Asimetrik anahtar sisteminde sifreleme i¢in agik anahtar ve desifre-
leme i¢in gizli anahtar kullanilir. Bob, Alicee gizli bir mesaj gondermek
isterse sadece onun agik yani herkes tarafindan bilinen anahtar1 ile mesaji
sifreler. Ancak Alice sifreli mesaj1 sadece kendinde olan gizli anahtari ile
desifre eder ve okur.

Diffie-Hellman asimetrik anahtar olarak adlandirilan yeni bir tiir sifre gelistirmistir. Ancak bu sisteme

uygun sifreleme yontemini Rivest, Shamir ve Adleman kesfetmistir. Asimetrik sifreleme yontemlerinden en

yaygin olan RSA sifreleme yonteminde kriptanalizi ¢ok zorlastiran asal sayilar ve ¢arpanlara ayirmaya dayali

bir sistem kullanilmistir.
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RSA Sifreleme Algoritmasi

1976 yilinda Rivest, Shamir ve Adleman isimli arastirmacilar tarafindan bulunmustur. Bulduklar: sifrele-
me yontemine de kendi isimlerinin ilk harflerini vermislerdir. Bu sifreleme sistemi giiniimiizde yaygin olarak
haberlesme sistemlerinde, internette, bankacilik sistemlerinde, akilli kimlik kartlarinda ve daha birgok alan-
larda kullanilmaktadir. Alice’in agik anahtar olusturma adimlarini, Bob'un sifreleme adimlarini ve Alic€’in
desifreleme adimlar: asagidaki tablolarda ornek ile agiklanmastir.

Alic€’in agik anahtarini belirleme adimlar1 agagidaki gibidir.

Adimlar Alice Aciklama

1 Adim p=11,q=17 Alice acik anahtarini olusturmak icin iki adet asal sayi
secer.

2. Adim N=p.q=11.17 =187 Sectidi iki asal saylyi carpar ve bir N dederi elde eder.

(Bir tam sayinin o sayidan daha klcuk ve o sayi ile ara-
¢(N) = (p-1)(q-1) larinda asal olan sayilarin sayisini gdsteren fonksiyona

3. Adim =10.16 = ¢(n) = 160 Euler Phi fonksiyonu denir ve ¢ ile gdsterilir. r asal sa-
yisticin @(r)=(r-1)'dir.)
4 Adim e=3 1<e<@(n) olacak §ekllde @(n)den kUguk ve @(n) ile
aralarinda asal bir sayi belirler.
d.e =1 (mod ¢(n)) olacak sekilde bir d sayisi bulunur.
_ . Bu sayl sadece Alice tarafindan bilinmektedir ctinku
5. Adim d.3=1(mod 160) ise ¢(n))'i sadece Alice bilmektedir. d gizli anahtardir.
d =107 olur. .
omr (d’'nin bulunmasi kolay degildir ancak Oklid algorit-
masi ile bulunabilir.)
6. Adim N=187,e=3 Alice'in acik anahtari N ve e'dir.

Bob'un Alice’in agik anahtarini kullanarak H harfini sifreleme adimlar1 asagidaki gibidir.

Adimlar Bob Aciklama

1. Adim H=h=72 Bir harfin ASCII karsiligi olan degeri alinir.
2. Adim 723= 183 (mod187) he = c (mod N) dederi bulunur.

3. Adim c=183 Elde edilen sayi sifredir.

Alic€’in Bob'un yaptig: sifreleme islemini desifreleme adimlar1 asagidaki gibidir.

Adimlar Alice Aciklama

1. Adim d=107 d sayisi Alice'in gizli anahtaridir.

2. Adim 1837 = 72 (mod187) cd =h (mod N) dederi bulunur.

3. Adim h=72=H Bir sayinin ASCII karsiligi olan harf bulunur.
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Segilen p ve q degerleri arttik¢a N degerini ¢arpanlara ayirmak imkansiz hale gelmektedir. Bu nedenle RSA
yeterince biiytik p ve q degerleri i¢in giivenilirligi en yiiksek yontemlerden biridir. RSA sifreleme yontemin-
deki tek bosluk bir giin bir kisinin N sayisin1 ¢arpanlara ayirmanin kisa bir yolunu bulmasidir ancak iki bin
yildir matematikgiler bir kestirme yol bulma konusunda basarisiz olmuslardir.

Ogrenciler ikigerli gruplara ayrilir. Biri Alice ve biri Bob roliinii Gistlenir ve Alice olan kendine bir
aglik anahtar ve bir gizli anahtar belirler. Bob aclk anahtarla istedigi bir metni sifreler ve Alice de bu
metni degifre eder.

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

o Simetrik Anahtarli Sistemleri (Lucifer, DES, AES, vb) arastiriniz.

o Ikilik sistemde yapilabilecek farkli sifreleme yontemlerini arastiriniz.

o Blok ya da metin tabanli bir program ile ikilik sistemdeki sifreleme yontemlerini kodlayiniz.

o RSAjsifreleme yontemi igin yazilmis program kodlarini arastiriniz ve kendi programinizi olusturunuz.

o  Euler Phi fonksiyonunun sifrelemedeki kullanimini arastiriniz.
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sabilirsiniz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : DENKLEMLER VE ESITSIiZLIKLER
MODUL/KONU : Cebir ve Sayilar Teorisi/Denklemler ve Esitsizlikler

KAZANIMLAR : 1. Birinci dereceden bir ve iki bilinmeyenli denklem ve esit-
sizlik sistemlerinin cebirsel ve grafiksel ¢cozumlerini iliski-
lendirir.

2. Birinci dereceden esitsizlik sistemi gerektiren problemler
kurar ve ¢ozer.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, birinci dereceden bir ve iki bilinmeyenli denklem sistemlerinin
¢cdzUm kumeleri bulunurken yerine koyma, yok etme veya grafikle ¢c6zim yon-
temlerinden faydalanilmasi amaclanmaktadir. Birinci dereceden iki bilinmeyenli
esitsizlik sistemlerinin ¢c6zUmU analitik duzlemde gdsterilecektir. Ayrica esitsizlik
sisteminin dogrudan verildigi ya da 6grenci tarafindan kuruldugu problem du-
rumlarina yer verilmesi hedeflenmektedir. Cebirsel gosterimlerin, grafiksel ve tab-
lo gdsterimlerine yer verilir. Etkinlik uygulamalarinda farkli problem ¢ézme strate-
jileri gelistirmeleri beklenir.

Baslarken...

Bir GSM sirketi miisterilerine ticretlendirme periyodu 1 daki-
ka olan iki farkli segenek (konugma tarifesi) sunmaktadir. 1. tari-
feye gore aylik 10 TL sabit iicret ve her bir dakika konusma i¢in 3
kurus, 2. tarifeye gore ise aylik 20 TL sabit ticret ve her bir dakika
konugma i¢in 2 kurug 6denmesi gerekmektedir. Bu tarifeler ile il-

gili 6grencilere asagidaki sekilde sorular sorularak avantajl tarife

hakkinda disiinmeleri istenir.

v" Ayda 600 dakika telefon goriigmesi yapilirsa her bir tarifeye gore 6denecek fatura tutari ne olur?
v" Ayda 1000 dakika telefon goriismesi yapilirsa her bir tarifeye gére 6denecek fatura tutari ne olur?

v" Ayda ortalama 1200 dakika arama yapan biri i¢in hangi tarife daha ekonomiktir?
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Dinamik matematik yazilimi kullanilarak her iki tarife i¢in arama siiresine bagl olarak telefon faturasinin

kurus tiiriinden ne kadar olacagini gosteren grafikler agagida ¢izilmistir.

“Giris” sekmesinde “f(x)=3x+1000" ve “g(x)=2x+2000" yazilarak her iki fonksiyona ait grafik cizilir.

A }, I‘/\, ‘{'q, & a=2
%‘ - b Lv ,-/.:]' Lol Loy ®U @'{,’ @ +U ‘%.'J
» Cebir Penceresi [ | » Grafik
® f(x) = 3x+ 1000
® g(x) = 2x4 2000
4000
2000
2000 2000 4000
2000
-4000
[*}

“Kesistir" sekmesinden 6nce f sonra g fonksiyonu secilerek kesistikleri nokta belirlenir.

N % RN ol PN B

= =

b Cebil Kesistir
Kesigimiveya art arda iki nesneyi seciniz

® f(x
® g(x) = 2x+ 2000 A= (1000, 4000)
® A=(1000, 4000} a8
2000
-2000 2000 4000
2000

Grafikler yorumlandiginda 1000 dakikaya kadar 1. tarife (f(x) = 3x + 1000) avantajli iken 1000 dakikadan
sonra ise 2. tarife ( g(x) = 2x + 2000)’nin daha avantajli oldugu goriilmektedir. Tam olarak 1000 dakika konus-

mada ise her iki tarife icin de esit sekilde 40 TL ticret 6denmektedir.

257



MATEMATIK

Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Denklemler

TTATNI MY

a,b € Rvea # 0 olmak lizere, ax + b = 0 seklindeki ifadelere birinci dereceden bir bilinmeyenli

denklemler denir. Denklemi saglayan x degerine denklemin kokii denir.

Ornek:

w Asagidaki tabloda verilen denklemlerin ilgili say1 kiimelerinde kok-
lerini bulunuz.

4x+7=15

2x+4=0

3x-5=0

Coézum:

4x+7=15 2 2 2
2x+4=0 [0} =2 =2
5
3x-5=0 ) ] 3

Birinci Dereceden iki Bilinmeyenli Denklemler

Ogrencilere, “Asude’nin kumbarasinda 25 kurusluk ve 50 kurusluk ol-
mak tlizere toplam 50 adet madeni para bulunmaktadir. Asude’nin kumba-
rasinda toplam 40 TL olduguna gore, 25 kurusluk ve 50 kurusluk madeni
paralardan kagar tane vardir?” sorusu yonlendirilir.

Problemin ¢6ziimi igin verilen cevaplar incelendiginde bir denklem
sistemi ile kargilagilacaktir. 25 kuruslarin sayisina x ve 50 kuruslarin sayi-

sina da y dersek,

x+y=50
25x + 50y = 2000

seklinde iki denklemin birlikte ¢6ziilmesi gerekecektir.
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AN

a, b ve c reel sayilar, a ve b sifirdan farkli olmak iizere, ax + by = ¢ seklindeki ifadelere birinci dere-
ceden iki bilinmeyenli denklem denir. Birinci dereceden iki bilinmeyenli birden fazla denklem varsa,
birinci dereceden iki bilinmeyenli denklem sistemi olusur. Denklem sisteminin ¢6ziimiinde elde edilen

(x, y) swrali ikilisinden olugan kiimeye sistemin ¢6ziim kiimesi denir.

Birinci dereceden iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulmak i¢cin yerine koyma, yok
etme, grafik ¢izme gibi yontemler kullanilir. §$imdi bu yontemlerin nasil kullanildigini inceleyelim.

Yerine Koyma Yéntemi
ax+by+c=0
dx+ey+f=0

denklem sisteminin yerine koyma yontemi ile ¢6ziimiinde; birinci denklemde x ya da y degiskeni yalniz
birakilarak ikinci denklemde yerine yazilir. Bulunan x ya da y degeri herhangi bir denklemde yerine yazilarak

diger bilinmeyen bulunur.

Ornek:
2Xx-y=5
X+3y=6

denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini yerine koyma yontemini kullanarak bulunuz.

cozum:
2x - y = 5 denkleminde, y = 2x - 5 bulunur. Bunu diger denklemde yerine yazarsak,

Xx+3(2x-5)=6 = x+6x-15=6 = 7x=21 = x =3 bulunur. x = 3 degerini denklemlerin herhangi

birinde yerine yazarak y degerini bulabiliriz.

Birinci denklemde yerine yazilirsa: 2.3 -y =5 = y =1 bulunur.

O halde denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi: C.K= {(3, 1)} olur.

Yerine koyma yontemi ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 2)

Yok Etme Yéntemi

ax+by+c=0
dx+ey+f=0

denklem sisteminin yok etme yontemi ile ¢6ziimiinde; her iki denklemde x ya da y’nin katsayilar: esit ve zit
isaretli olacak sekilde diizenlenir ve taraf tarafa toplanarak bilinmeyenlerden birisi yok edilir. Tek bilinmeyene
gore bulunan deger, herhangi bir denklemde yerine yazilarak diger bilinmeyen bulunur.
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Ornek:

3x-y=8
5x+2y=6

denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini yok etme yontemini kullanarak bulunuz.

Ccozum:
3x - y = 8 denklemini 2 ile ¢arpalim: 6x - 2y = 16 bulunur. $imdi iki denklemi taraf tarafa toplayalim.
6x -2y=16
5Xx+2y=6

Buradan, 11x =22 = x =2 bulunur. x = 2 degerini denklemlerin herhangi birinde yerine yazarak y de-
gerini bulabiliriz.

Birinci denklemde yerine yazilirsa: 3.2 -y =8 = y = -2 bulunur.

O halde denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi: C.K= {(2, -2)} olur.

Yok etme yontemi ile ilgili orneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3)

Grafik Cizme Yéntemi

ax+by+c=0
dx+ey+f=0

denklem sisteminin grafik ile ¢6ziimiinde; her iki denklemi olusturan dogrusal grafikler ¢izilir. Grafiklerin
kesim noktasinin koordinatlar1 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini olusturur.

Ornek:
2x+y=9
4x-3y=13

denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini grafik ¢izme yontemini kullanarak bulunuz.

Coézum:

Dinamik matematik yazilimi kullanarak denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.
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“Giris” sekmesine “2x+y=9" ve “4x-3y=13" yazilarak her iki denkleme ait dogru grafigi cizilir.

3] AL DOl <lN]=2]] ]

» Cebir Penceresi X | » Grafik

® denklem1:2x +y=9 P \ denkiem1
@ denklem2:4x -3y=13

defklem2

A X

“Kesistir” sekmesinden, once 1. denklem, sonra 2. denklem secilerek kesistikleri nokta yani denk-
lem sisteminin ¢6zUm kdmesi bulunur.

D = % 8Y |2l [ol ) PN

=] ]

» Cebir Penceresi X | » Grafik

@ denklem1:2x+y=9

@ denklem2: 4x -3y =13

® A=) N

Grafik cizme yontemi ile ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4)
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ax+by+c=0

dx+ey+f=0

denklem sistemi verilmis olsun.

L a_b
d e
elemanhdir.

., a.b,c
d e

3.

e

tek elemanlidir.

=— ise denklem sistemini olusturan dogrular ¢akisik olup sistemin ¢oziim kiimesi sonsuz

= — # — ise denklem sistemini olusturan dogrular paralel olup sistemin ¢6ziim kiimesi @ dir.

a b
— # — ise denklem sistemini olusturan dogrular tek noktada kesisiyordur ve sistemin ¢oziim kiimesi

Verilen denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi ile ilgili drneklere yer verilir (Etkinlik Formu Soru

5-6)

Birinci Dereceden Bir ve iki Bilinmeyenli Esitsizlik

Klima uretimi yapan bir fabrikada manuel ve dijital olmak
uzere iki tur klima tretilmektedir. Manuel modelin uretimi igin
8 saatlik bir i guici gerekirken, dijital modelin Gretimi icin ise
12 saatlik bir is guici gerekmektedir. Bu fabrikada haftalik ig
guci en fazla 240 saat ile sinirl olup Uretim kapasitesi ise
en fazla 24 klimadan ibarettir. Buna gore, her iki modelden
de kacar adet klima uretilebilecegini belirleyelim.

Gozim:

Manuel klima modeli sayisi x, dijital klima modeli
sayisi y olsun. Bir adet manuel klima iretimi icin 8 saat
gerekmektedir, x adet manuel klima Gretimi icin 10x saat
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gerekir. Benzer sekilde, bir adet dijital klima Gretimi icin 12 saat gerekmektedir, y adet adet dijital
klima dretimi igin 12y saat gerekir.

Haftalik is glicu en fazla 240 saat ile sinirli oldugu icin bunu esitsizlik olarak 8x + 12y < 240 olarak
ifade edebiliriz.

Haftalik Gretim kapasitesi en fazla 24 klima oldugu igin, x + y < 24 olarak ifade edilebilir.
Her bir modelden negatif sayida tretim séz konusu olamayacagt igin, x = O ve y = O olur.

Dolayisiyla agagidaki esitsizlik sistemi elde edilir.

“Girig” sekmesine “8x+12y<=240" yazilip Enter tusuna basilir. “x+y <=24" yazilip Enter tuguna
basilir. “y>=0" yazilip Enter tusuna basilir. “x>=0" yazilip Enter tusuna basilir. “aNbAcAd” yazilip
Enter tusuna basilinca esitsizlik sistemi ekranda belirir.

[a ]l Al DO £ N]=2l] )

» Cebir Penceresi [ | » Grafik
a:x+y<24
b:8x+12y < 240
c:x>0
d:y>=10

® f:x+y<2MA8x4+12y-

Esitsizlik sisteminin ¢ozimu sekildeki yesil renkli dortgensel bdlgedeki koordinatlari tam sayi
olan noktalardir. Bu dortgensel bolgedeki tam sayi koordinath noktalar bize manuel ve dijital
klima modellerinden kagar tane (retilebilecegini géstermektedir. Uretimin tamami manuel klima
modelinden yapilirsa toplam 30 adet, tamamu dijital klima modelinden yapilirsa modelden yapilirsa
toplam 24 adet klima elde edilir. Ornegin tatile denk gelen ve galisma saatinin az oldugu bir haftada,
10 adet manuel ve 12 adet dijital klima Gretimi yapilmig olabilir.
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— TAMIR

a, b ve c reel sayilar, a ve b sifirdan farkli olmak iizere, ax + b < ¢ seklindeki ifadelere birinci derece-
den bir bilinmeyenli esitsizlik, ax + by < ¢ seklinde yazilan ifadelere birinci dereceden iki bilinmeyenli
esitsizlik denir. (< semboliiniin yerini >, < veya sembolleri de kullanilabilir) Bir esitsizligi saglayan (x, y)
sirali ikilisine o esitsizligin bir ¢6ziimii denir. Esitsizligi saglayan biitiin sirali ikililerden olusan kiimeye ise
esitsizligin ¢6ziim kiimesi denir ve grafik tizerinde tarali bolge olarak gosterilir.

Ornek:
Asagidaki esitsizlikleri ve esitsizlik sistemini saglayan bolgeyi grafik tizerinde gosteriniz.
a. 2x+3y>6

b. -3x+4y <12
2x+3y>6
—3x+4y<12
Coézum:

a. Dinamik matematik yazilim1 kullanilarak 2x + 3y > 6 esitsizligini saglayan bolgeyi grafik iizerinde gos-

terelim.

“Giris" sekmesine “2x+3y>6" yazilarak esitsizligi saglayan bolge bulunur.

B P8%)2 (o) [ A NS 63

» Cebir Penceresi X | » Grafik
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b. Dinamik matematik yazilimi kullanilarak -3x + 4y < 12 esitsizligini saglayan bolgeyi grafik tizerinde
gosterelim.

“Girig” sekmesine “-3x+4y<=12" yazilarak esitsizligi saglayan bolge bulunur.

®b: —3x+4y<12

2x+3y>6
c. Dinamik matematik yazilimi kullanilarak esitsizligini saglayan bolgeyi grafik tizerinde

—3x+4y<12

gosterelim.

B 2x+3y>6
Kesistir” sekmesinden sirasiyla a ve b secilerek esitsizlik sisteminin ¢6ziim kiimesi
—3x+4y<12

olusturur.

» Cebir Penceresi

@ b:-3xtdy<12
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EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorulari
« Diyafont denklemler hakkinda arastirma yapilabilir.

o Denklem ve esitsizlikler yardimi ile ¢oziilebilecek gercek hayat problemleri olusturur.

KAYNAKLAR
Komisyon. (2013). Ortaogretim Matematik 9. Sinif 1. Kitap. Milli Egitim Bakanlig1 Yayinlari.

OSYM (2021). Temel Yeterlilik Testi (Tyt) Soru ve Cevaplari. https://dokuman.osym.gov.tr/pdfdokuman/2021/
YKS/TSK/tyt_yks_2021.pdf Erisim Tarihi: 14.07.2021

Ugurel, I., & Moraly, S. (2010). Ortadgretim 6grencilerinin kiimeler konusundaki 6grenmelerinin degerlendi-
rilmesi-1. Akademik Bakis Dergisi, 22, 1-25.

Ugak, A., Emir, E., Uckun, F, Kutlu, G., Kahraman, S. (2018). Ortaogretim Fen Lisesi Matematik 9. Sinif Ders
Kitabi. Milli Egitim Bakanlig1 Yayinlar1.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu'na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinlik igerisinde verilmistir.

. (1,2)

-1 33
=)

. (100,1)
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Etkinlik Formu

Asagidaki tabloda verilen denklemlerin ilgili say1 kiimelerinde koklerini bulunuz.

4x+7=15
2X+4=0
3x-5=0

. X+2y=5

-2x+3y=4 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini yerine koyma yontemi ile ¢oziiniiz.

. Xt+2y=5

-2x+3y=4 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini yok etme yontemi ile ¢6ziiniiz.

. 20x+23y=2023

20x+21y=2021 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini grafik ¢cizme yontemi ile ¢oziiniiz.

. 2x+(3a-12)y-5=0

4x+6y-10=0 denklem sisteminin ¢oziim kiimesi sonsuz elemanli olduguna gore a kagtir?

. 3x-4y+7=0

9x+(4m-8)y-7=0 denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi @ olduguna gore m kagtir?

a, b, ¢ ve d birer gergel say1 olmak iizere,
x+ay<b

x+cy>d

esitsizlik sisteminin ¢6ziim kiimesi yesile boyanarak yandaki koor-
dinat diizleminde gosterilmistir.

Buna gore a, b, ¢ ve d sayilarinin isaretleri sirasiyla asagidakilerden
hangisidir? (2021-TYT)

A) +5 5 - B)+’+r+" C) +5 -t - D) =5 - E) -t -t

. Faruk, 2020 yilinda ziyaret ettigi bir miizede gordiigii bir vazoya ait bilgileri okurken vazonun bu-
lundugu y1l ile kendi dogdugu yilin ayni oldugunu ve vazonun, bulundugunda 300 yasinda oldu-
gunu 6grenmistir. Ayrica bu ziyareti sirasinda kendi yasinin 39 katinin vazonun yapildig: yila esit
oldugunu hesaplamistur.

Buna gore, 2020 yilinda Faruk kag yasindadir? (2021-TYT)

A) 41 B) 42 C) 43
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : FONKSIiYONLAR
MODUL/KONU : Analiz/Fonksiyonlar

KAZANIMLAR : 1. Gercek sayilarda tanimli ve degerli fonksiyonu aciklayarak
temsiller arasi iliski kurar.

2. iki fonksiyonun esit olma sartlarini belirler.

3. Fonksiyonlari tanim ve goruntu kimelerine gore siniflan-
dirir.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Analiz'in giris konusu olan fonksiyonlara ydnelik hazirlanan bu etkinlikte; fonk-
siyonun tanim, kural, deder ve goruntu kumelerini buldurmaya ve aralarindaki
iliskiyi sembolik olarak géstermeye yonelik calismalar yer almaktadir. Ogrencile-
rin fonksiyonun farkli temsillerini olusturmasi ve aralarinda iliski kurmasi amac-
lanmustir. iki fonksiyonun esit olmasi icin gerekli sartlarin neler oldugu sorgula-
tildiktan sonra fonksiyon cesitlerine yer verilecektir. icine, érten, birebir ve birim
fonksiyonlari incelemeye ydnelik calismalar yapilacaktir. Bir fonksiyonun birebir
ve ortenliginin incelenmesine olanak taniyan yatay dodru testinin égrenciler ta-
rafindan aciklanmasi hedeflenmektedir. Ayrica bir fonksiyonun grafigi Uzerinde
goéruntu ve ters goruntuyu inceleme calismalari yapmalari istenecektir.

Baslarken...

Diinyanin en 6nemli matematikgileri arasinda yer alan
Fermat ve Descartes geometri ile cebir arasinda 6nemli bir
baglanti kesfetti. Bu baglanti koordinat sistemiydi. Koordinat- |
lar1 ilk kez agiklayan Fermat’tir. Fermat egrilerin geometrisini
anlamaya ¢alistyordu. Modern koordinat kavrami ise Descar-
tes'in ¢alismalari ile gelismistir. Koordinatlarin matematikte-
ki 6nemi, fonksiyonlar1 grafik olarak temsil etmeyi miimkiin

kilmasidir.
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0 D=(4, 14)
Yandaki sekilde A, B, C ve D noktalar1 koordinat sis-
i temine belirli bir kurala gore yerlestirilmistir. Acaba bu
C=(3,7) kurali bulabildiniz mi?
o
B=(2,2)
. o
A=(1, -1
o =L

GiRIiS
Cocuklarini sinemaya gétiirmiis bir grup kadin sinema ¢ikisinda ¢ocuklarini beklemektedir. Her ocugun

annesi ile sinemaya geldigi bilinmektedir. Cocuklar1 annelerine gotiiren oklar ¢izelim. Bu oklar ¢ocuklar kii-
mesi ile anneler kiimesini birbirine eslesin. Bu oklar ile ilgili asagidaki sorular1 yonlendirelim.

« Bir ¢ocuktan iki tane ok ¢ikartabilir miyiz?
o Iki kardes sinemaya gitmisse oklar ayni kadinla m1 eglesir?

o Cocuk sayis1 kadin sayisindan fazla olsa bu durum neyi ifade eder?
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Burada ¢ocuklar kiimesindeki her elemanin kadinlar kiimesindeki yalniz bir eleman ile eslestigi, kadinlar
kiimesinde eglesmeyen elemanlarin olabilecegi ve ¢ocuklar kiimesindeki birden fazla elemanin kadinlar kii-
mesindeki ayn1 eleman ile eslesebilecegi durumlari incelenerek fonksiyon kavramina giris yapilabilir.

Farkli Temsiller

Ayni sinifta olan 4 arkadasin matematik sina-
vindan aldig1 notlar (5°lik sistemde) yandaki kii-
meler yardimiyla gosterilmistir. Bu iliski farkli na-
sil gosterilebilir?

Tablo yardimiyla: Liste yardimuyla:
_ {(Ali, 3), (Veli, 4), (Ayse, 2), (Fatma, 4)}
Ali 3
Veli 4
Ayse 2
Fatma 4

Farkli gosterimler ile verilen yukaridaki iliski matematigin merkezi olarak kabul edilen fonksiyon kavra-
mina bir drnektir. Fonksiyon kavraminin formel tanimi su sekildedir.

— TADINA

A, B bos olmayan iki kiime ve f, A dan B ye bir bagint1 olsun. Eger her a € A igin (a, b) € f olacak se-

kilde bir tek B varsa o zaman f ye A dan B ye bir fonksiyon, A kiimesine f fonksiyonunun tanim kiimesi,
B kiimesine de f fonksiyonunun deger kiimesi denir. A kiimesindeki elemanlarin B kiimesindeki eslestigi
elemanlara goriintii kiimesi denir ve f(A) ile gosterilir.

Formel tanimda yer aldig1 gibi bir bagintinin fonksiyon olmasi i¢in, tanim kiimesindeki her elemanin de-
ger kiimesinde yalniz bir eleman ile eslesmesi gerekir. Ornekte 6grencilerin yer aldigi A kiimesi tanim kiimesi,
5’lik sistemde notlarin yer aldig1 B kiimesi deger kiimesidir. f fonksiyonunun kurali ise siniftaki bu dort 6g-
renciyi matematik sinavindan aldig1 notlar ile eslestirmektir. Ogrencilerin aldig1 notlar1 veren {2, 3, 4} kiimesi
de fonksiyonun goriintii kiimesidir ve f(A) seklinde gosterilir. Tanimdan da anlagilacag: tizere her esleme bir
fonksiyon olmayabilir.
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Baginti - Fonksiyon iliskisi

Ayni sinifta olan 4 arkadagin bildigi yabanc diller
ile eslestiren bir bagint1 sizce bir fonksiyon mudur?

Tanimda yer alan her a € A i¢in (a, b) € f olacak sekilde bir tek b varsa kosulu saglanmamaktadir. Tanim
kiimesinde yer alan Veli, herhangi bir yabanci dil bilmedigi i¢in deger kiimesinden bir eleman ile esleseme-
migtir. Ayse, Ingilizce ve Almanca bildigi i¢in deger kiimesinde birden fazla eleman ile eslesmistir. O yiizden
ogrencileri bildigi yabanci diller ile eslestiren bagint1 bir fonksiyon degildir.

Fonksiyon Ornekleri

A=1{1,2,3,4veB={1,2,3,4,5, 6,7, 8} olmak iizere A kiimesindeki elemanlarin 2 katinin 1 eksigine
esleyen f fonksiyonunun cebirsel kuralini yaziniz. Bu fonksiyonu Venn semasi, tablo yardimi ve liste yontemi
ile gosteriniz. Ayrica bir matematik yaziliminda bu noktalar1 koordinat sisteminde gosteriniz. Bu etkinlik ile

ANALIZ

« Ingilizce

ilgili asagidaki tablo 6grencilere doldurtulabilir. (Etkinlik Formu 1)

Tanim Kumesi

A: {112131 4}

Deger Kiimesi

B={1,234,56,78}

Cebirsel Gosterimi
(Kurah)

f(x) =2x-1

Goruntu Kimesi

flA) ={1,3,57}

FARKLI GOSTERIMLER

Venn $emasi Tablo Liste Grafik
X f(x) ; s
6
1 1
5 )
1
2
3 4
4 =
7
8 2
3 5
1|
4 7 (I 1 2 3 4
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MATEMATIK

Etkinlik Formu 2'de farkli gésterimler ile verilen bagintilarin fonksiyon olup olmadiklarina y6-
nelik caligma yer almaktadir.

Tablo Yazilimi Uygulamasi

Tablo yaziliminda A siitununa olusturulacak fonksiyonun tanim kiimesinin elemanlar1 yazilir (Ornek; ra-
kamlar kiimesi). B siitununa ise olugturulacak fonksiyonun deger kiimesinin elemanlar1 yazilir (Ornek; 1'den
20’ye kadar olan tam sayilar). Fonksiyon ekle meniistinden tanim kiimesindeki elemanlar1 deger kiimesindeki
elemanlara egleyebilecek, goriintii kiimesi C siitunu olan bir fonksiyon bulmalari istenir (Ornek; tanim kii-
mesindeki elemanlarin 10 fazlasinin karekokiinii kendisinden kiigiik olmayan en kiigiik tam sayi ile esler.).

x v JSx || =TAVANAYUVARLA(KAREKOK(A1+10);1)

AW N

(&,
(<)}

L - N N R

~
o]
(6]

10 5

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

274




ANALIZ

Fonksiyonlarin Esitligi

Asli, Arda, Atakan ve Aylin A sinifinda; Beril, Biilent, Beyza ve Berfin B sinifinda 6grenim gormektedir.
Bu 6grencileri, fen bilgisi dersinden aldiklar1 notlar ile esleyen fonksiyonlar tablo yardimiyla gosterilmistir.

A = {Asli, Arda, Atakan, Aylin} B = {Beril, Bulent, Beyza, Berfin}
C={1,2,3 4,5} C={1,23 4,5}
fA-C gaB-C

(f: A sinifindaki 6grencileri fen bilgisi der- (9: B sinifindaki 6grencileri fen bilgisi der-
sinden aldiklari notlara esliyor.) sinden aldiklari notlara esleniyor.)

Asli 4 Beril 5

Arda 4 Bulent 4

Atakan 5 Beyza 5
Aylin 5 Berfin 4

“Sizce bu fonksiyonlar esit midir?”, “Bir fonksiyonun esit olmasi i¢in hangi sartlarin saglanmasi gerekir?”
gibi sorular 6grencilere yonlendirilerek iki fonksiyonun esit olma sartlarini belirlemeleri saglanir.

Formel tanim verilmeden 6nce Etkinlik Formu 3'te yer alan ¢alismalar yaptinlir. I

— TANINA

A, B iki kiime; f: A — B ve g: A — B iki fonksiyon olsun. Eger her a € A i¢in f(a) = g(a) ise 0 zaman f
ile g fonksiyonlari esittir denir ve f = g seklinde gosterilir.

Fonksiyonlarin Siniflandiriimasi

Fonksiyon tanimi ve su ana kadar verilen 6rnekler géz oniine alinarak asagidaki sorularin cevaplanmasi
istenir.

o Tanim kiimesindeki her elemanin deger kiimesindeki goériintiisii farkli olmak zorunda midir?
o Deger kiimesindeki her elemanin tanim kiimesindeki bir elemanin goriintiisii olmak zorunda midir?
o Tanim kiimesindeki her elemanin gériintiisii deger kiimesinde olmak zorunda midir?

Tanim kiimesindeki her elemanin goriintiisii deger kiitmesinde olmak zorundadir. Ancak tanim kiimesin-
deki her elemanin deger kiimesindeki goriintiisii farkli olmak zorunda degil ve deger kiimesindeki her elema-
nin tanim kiimesindeki bir elemanin goriintiisii olma zorunlulugu bulunmamaktadir. Bu 6zellikleri saglayan
fonksiyonlar 6zel olarak adlandirilir.
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Arkadas Bulugsmasi

Ahmet, Tugba, Berkan ve Melisa parkta bulusmus
ve birlikte guzel bir gin gecirmistir. Giin sonunda Tugba,
Melisa’yi evine davet etmig ve Melisa ailesinden izin alarak
aksam yemegine Tugbalarda kalmigtir. Ahmet ve Berkan ise
kendi evlerine donmiiglerdir.

Herkesin evlerine donme durumlarini kimeler yardimiyla
birebir egleme olarak gosterin.

Ahmet
Tugba
Berkan

Melisa

Bu egleme bir fonksiyondur. Ogrencilere bu fonksiyon ile herkesin kendi evine dénme durumunda
ortaya gikan fonksiyonun farkliliklari sorulur.

Ornek:

Asagidaki sekilde 4 tane fonksiyon verilmistir. Altlarinda fonksiyon tiirleri yer almaktadir. Bu fonksiyon
tiirleri hakkinda bilgi vermeden fonksiyonlari ve tiirlerini inceleyerek i¢ine, birebir ve érten fonksiyonlarin
Ozellikleri tahmin ettirilebilir (Etkinlik Formu 4).

[ i¢ine Fonksiyon [ ]i¢ine Fonksiyon [ icine Fonksiyon [ ]i¢ine Fonksiyon
[ ] Orten Fonksiyon [l Orten Fonksiyon [ ] Orten Fonksiyon [ Orten Fonksiyon
[ Birebir Fonksiyon [ Birebir Fonksiyon [ ] Birebir Fonksiyon [ ] Birebir Fonksiyon
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— TANIGA

f, A dan B ye bir fonksiyon olsun. Eger f(a) = f(b) esitligini saglayan her a, b € A i¢in a = b oluyorsa f
ye birebir fonksiyon denir. Her b € B i¢in f(a) = b olacak sekilde en az bir a € A varsa f ye bir 6rten fonk-

siyon denir. Orten olmayan fonksiyonlara ise icine fonksiyon denir.

Orten fonksiyonlarda deger kiimesinin goriintii kiimesine esit oldugu ifade edilir (B = f(A)).

Birim Fonksiyon:

Tanim ve deger kiimesi ayn1 olan fonksiyonlar vardir ve bunlardan bir tanesi ¢ok 6zeldir. Ogrencilere bilgi-
sayar yazilimlarinda, dogal sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine tanimlanan ve tanim kiimesindeki her
elemani deger kiimesinde kendisine egleyen bir fonksiyon yazmalari istenir. Ogrenciler, bu fonksiyonu tanim-
larken ¢arpma isleminin etkisiz elemani olan 1’i ya da toplama igleminin etkisiz elemani olan 0’1 kullanabilir.
f(x) =x.1 ya da f(x) = x+0 yazarak bu fonksiyon tanimlanirken iki durumda da f(x) = x fonksiyonunun elde

edildigi goriliir.

— TANINA

A # @ bir kiime olsun. Her x € A i¢in f(x) = x seklinde tanimlanan A—A fonksiyonuna A iizerindeki

birim fonksiyon denir.

Birebir ve 6rten fonksiyonlarin grafikleri ile ilgili ¢aliymalara yer vermeden 6nce bir fonksiyonun birebir
olmasi deger kiimesinden bagimsiz iken drten olmasinin deger kiimesine bagli oldugu fark ettirilir (Etkinlik
Formu 5).

Birebir ve Orten Fonksiyonlarin Grafikleri
Dinamik matematik yaziliminda A = {-1, 0, 1, 2, 3} ve B = {-2,

7 -1,0,1,2,3,4,5, 6} olmak lizere f: A = B ye f(x) = 2x fonksiyonun
i E grafigini ¢izip fonksiyonun birebir ve drtenligini inceleyiniz.
5 °
4 D Yanda grafik gosterimi verilen fonksiyon birebirdir, ancak go-
5 rintd kiimesi deger kiimesinden farkli oldugu i¢in fonksiyon 6rten
5 ¢ degildir. Ancak deger kiimesi B kiimesi yerine
X C=1{-2,0, 2, 4, 6} kiimesi olsayd: fonksiyon birebir olup ayni za-
B manda orten bir fonksiyon olacaktir.
-4 -3 -2 -10 1 2 3 4
-1 Peki fonksiyon f: R — R’ye tanimlanirsa fonksiyonun birebir ve
é 2 ortenligi icin ne soylenebilir?
-3
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[ S S "L o)

Bu soruyu 6grenciler cevaplamadan dinamik ma-
tematik yaziliminda f(x) = 2x fonksiyonunu giris pen-
ceresine yazarak fonksiyonun grafigini olusturmalar:

istenir.

f: R = R; f(x) = 2x fonksiyonun grafigi ile ilgili su
sorular sorulabilir?

-6 -5 -4 -3 -2

Ornek:

1 2 3 4 5 & * Tanimkiimesindekiher elemanin goriintiisii bir-

birinden farkli midir?

o Deger kiitmesindeki her eleman tanim kiimesinde-
ki bir elemanin gortintiisti midir?

Reel sayilardan reel sayilara tanimlanan f(x) = 3x + 5, g(x)=x*+ 2x+1, h(x) =x3 p(x) =x’+ 2,

q(x) = x’+3x*+ x — 1 fonksiyonlarinin grafikleri ve cebirsel gosterimleri incelenerek birebir olup olmadiklar:

belirlenir.

Coézum:

N W R

-4 -3 -2 -10
-1

f(x) = 3x + 5 fonksiyonunun grafigi incelendiginde tanim kiimesinde yer
alan her elemanin goriintiisiiniin farkli oldugu goriilmektedir. f fonksiyonu bi-
rebirdir.

Ayrica; f(a) = f(b) = 3a + b = a = b cebirsel olarak da f fonksiyonunun bi-
rebir oldugu goriilir.

g(x) = x*+ 2x + 1 fonksiyonunun grafigi incelendiginde fonksiyon tize-
rinde (-1,0) noktasina gore simetrik olan tiim noktalarin goriintiilerinin
ayni oldugu goriiliir. Ornegin g(-2) = g(0) = I'dir. Bu nedenle g fonksiyonu
birebir degildir.

Ayrica; g(a) =g(b) > a*+2a+1=b*+2b+1=>(a+1)’=(b+1)*

=>a+ 1= (b+1)oldugu igin g fonksiyonu birebir degildir.
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h(x) = x* fonksiyonunun gratigi incelendiginde fonksiyon iizerin-
de (0,0) noktasina gore simetrik olan tiim noktalarin goriintiileri ayni
oldugu goriiliir. Ornegin h(-1) = h(1) = 1. Bu nedenle h fonksiyonu
birebir degildir.

N W s G

1 Ayrica; h(a) = h(b) = a*=b* = a= + b oldugu i¢in h fonksiyonu
birebir degildir.

3 -2 -10 203
-1

4
3
p(x) = x’ + 2 fonksiyonunun grafigi incelendiginde tanim kiime-
sinde yer alan her elemanin goriintiisiiniin farkli oldugu goriilmekte-
1 dir. Bu nedenle p fonksiyonu birebirdir.
Ayrica; p(a) = p(b) > b+ 2 =b*+ 2 > a’=b’ = a =b oldugu i¢in
-2 -1 0 1 p fonksiyonu birebirdir.
-1
-
-3
1
A /\B C q(x) =x’+ 3x*+ x — 1 fonksiyonunun grafigi incelendiginde tanim
-3 -2 - 0 / 1 kiimesindeki bazi elemanlarin goriintiilerinin ayni oldugu goriiliir.
Yandaki grafikte A, B ve C noktalarindaki goriintiileri esittir. Bu ne-
) denle q fonksiyonu birebir degildir.
2

Birebir olan fonksiyonlar ile birebir olmayan fonksiyonlarin grafikleri hakkinda bir ¢ikarim yaptirilabilir.
Fonksiyonun birebir oldugunu belirlemek i¢in yatay dogru testini kesfettirilebilecek sorular sorulabilir.

— AR

Bir fonksiyonun grafigi tizerinde, x-eksenine paralel ¢izilen her dogru grafigi en fazla bir noktada ke-

siyorsa fonksiyon birebirdir. Grafigi birden fazla noktada kesen en az bir yatay dogru varsa bu fonksiyon
birebir degildir. Bu yonteme yatay dogru testi denir.
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Fonksiyonlarin birebir 6zellikleri ile ilgili Etkinlik Formu 6 ya da benzer calismalar yaptirilabi-

Lir.
5
Fonksiyonlarin drten olup olmadiklar: da x eksenine cizile- 4
cek paralel dogrularla belirlenebilir.
3
Yanda f: R — R olmak tizere f fonksiyonunun grafigi veril-
mistir. f fonksiyonunun 6rten olup olmadig: belirlenir. 2
Yatay dogru testi cizildiginde —1den kii¢iik y degerlerin-
den gegen bir dogru olmadig: i¢in yatay dogrular o noktalar- 1
da fonksiyonun grafigini kesmemektedirler. f fonksiyonu 6rten
degildir. 5 1 o0 ] ) 3
-1

Benzer calismalar yaptinlir (Etkinlik Formu 7).

Fonksiyon Uygulamalari

' Istarilbulda ta'11<31le1j1n ticretlen- KAREKOK ¥ « v fx _3,45%A1
dirmesinde a¢ilig ticreti 5,55 TL olup
kilometre basina 3,45 TL alinmakta-
dir. Insanlarin gidecegi yerlere gore 5 ;
taksi ticretini tahmin etmek icin bir A B ¢
program yazip bunu internet siteni- 1| =3,45*Al
ze koymak istiyorsunuz. Bu program 2 12,45
i¢in nasil bir fonksiyon olusturursu-
3 15,9
nuz.
4 19,35
f(x) = 3,45x + 5,55 (x = gidilecek
mesafe, f(x) = 6denecek licret) > 22,8
. 6 26,25
Peki Istanbulda taksiyle 1, 2, 3,
...10 km gidecek kisiler i¢in bir tablo 7 23,7
olusturup bunu da internet sitenize 8 33,15
yerlestireceksiniz. 9 36,6
10 40,05
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Bu fonksiyonun grafigini de dinamik matematik yazilimi yardimiyla ¢izip onu da sitenize eklemek istiyor-

sunuz.

— y
@ | f(x)=3.45x+555 |—N 17
® A =(1,f(1)) : 16
- (1,9) 15
B=(2,f(2 : 14

® (2,£(2))
— (2, 12.45) 13
@ C-GB) : A
- (3, 15.9) -
i 10

A NN o \©

N W

-3-7-10 1 2 3 4
-1

Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi tabloda yer alan ilk 3 deger grafikte gosterilmistir. Bu sekle gore (ayn1
zamanda tablodan da) 3 km gidecek kisinin 6deyecegi ticretin 15,9 TL oldugu anlasilmaktadir. Bu deger
f fonksiyonunda 3’tin goriintiisiidiir. Benzer sekilde f fonksiyonunda 1’in goriintiisii 9, 10’'un goriintiisii de
40,05 olacaktir. 9’un ters goriintiisii ise; 1, 12, 45’in ters goriintiisii ise 2 olacaktir. Bu degerler su sekilde gos-
terilir. £71(9) = 1, £7'(12,45) = 2 Bu fonksiyonu olusturduktan sonra sitenize asagidaki sorular1 sormak isteyen
kullanicilar nasil cevaplar alacaklardir?

« 25 km gidecegim, ne kadar taksi ticreti 6derim? (f(25) = 3,45 - (25) + 5,55 =91,8)
« Gidecegim yer biraz uzak ancak 50 TL param var. Taksi ile ne kadar km yol gidebilirim?
(3,45 (x) +5,55=50=>x= 12,8)

Fonksiyon uygulamalar ile ilgili benzer ¢aligmalar yapilir (Etkinlik Formu 8)

Fonksiyonun Grafigi

Fonksiyonun grafigi ile ilgili kavram yanilgilar1 goz oniine alinarak bir f fonksiyonunda £(0), f(x) = 0 ve
f(x) =y ifadelerinin koordinat sistemindeki kargiliklarina deginilir.
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Ornek:

Dinamik matematik yaziliminda f(x) = 3x - 3 fonksiyonunun
grafigini ¢iziniz.
o £(0), (1) ve f(2) degerlerini bulunuz ve grafik tizerinde isaret-
leyiniz.
£(0)=-3=(0,3)
f1)=0=(1,0)
f2)=3=(2,3)

o -3,0ve 3 degerlerinin ters goriintiilerini belirleyiniz.
0,-3)=f1(-3)=0
(L,0)=F"(0)=1
(2,3)=f103)=2
o Ayni fonksiyon iizerinde 12, 10 ve 6 degerlerinin ters goriintii-
lerini belirleyin.
3x-3=12=>x=5=f"'12)=5
13 13

3X—3=10=>X=?=>f’1(10)=?

3x-3=6>x=3=>f46)=3

Fonksiyonun grafigi Gizerinde fonksiyonun goriintiisini ve ters gorintiisinid belirlemeye yo6-
nelik calismalara yer verilebilir (Etkinlik Formu 9).

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular:

« Matematiksel model olusturmalarina olanak saglayan 6zellikle dogrusal fonksiyonlarin yer aldig1
problemler {izerinde ¢aligmalar yaptirilabilir.

o Degisim orani kavramu ile ilgili calismalar yaptirilabilir.

o Fonksiyon olmayan egrilerin cebirsel gosterimlerinden yola ¢ikarak bu egrilerin neden fonksiyon ol-
madigina dair tartismalara yer verilebilir.
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Etkinlik Formu Cevaplari

9.

Etkinlik Formu igerisinde ¢oziimlerden biri verilmistir.
a. Fonksiyon degil

b. Fonksiyon

c. Fonksiyon

a. Esit degil

b. Esit

I¢ine, birebir / Orten, birebir / igine / 6rten

Iki fonksiyonun deger kiimelerinin farkli olmast
birebir, birebir degil, birebir

Orten

(8—x)? / Tanim Kiimesi: [0,8], Goriinti Kiimesi: [0,64]

ANALIZ

X 0 1 2 3 4

f(x) 64 49 36 25 16

ol

oE

® F
.G
o
=

-10 0 10

{(0,64), (1,49), (2,36), (3,25), (4,16), (5,9), (6,4), (7,1), (8,0)}

2/0/1{-1,1}
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Etkinlik Formu

A={1,2,3,4veB=1{l,2,3,4,5,6,7,8} olmak tizere A kiimesindeki elemanlarin 2 katinin 1 eksi-
gine esleyen f fonksiyonunun cebirsel kuralini yaziniz. Bu fonksiyonu Venn semasi, tablo yardimi
ve liste yontemi ile gosteriniz. Ayrica bir matematik yaziliminda bu noktalar1 koordinat sisteminde

gosteriniz.

Tanim Kimesi Deger Kiimesi

Cebirsel Gosterimi

(Kurah) Goruntu Kumesi

FARKLI GOSTERIMLER

Venn Semasi Tablo Liste Grafik

A={a,b,cd e} ve B=1{l,2,3,4,5, 6} olmak {izere A —» B tanimlanan agagidaki bagintilarin
fonksiyon olup olmadigini belirleyiniz.

a. B, ={(a,1), (b,1), (c,4), (c,5), (d,2), (e,6)}

b. a
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3. Asagida farkli gosterimler ile verilen fonksiyonlarin esit olup olmadigini belirleyin.

a. A={1,2,3,4;f->R b. ;>R

A =1{11, 23,35,47,59} ve B={0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} olmak tizere;
f: A = B, f= {A kiimesindeki elemanlari 10 ile bolimlerinden kalanlarina egler.}
g: A - B, g = {A kiimesindeki eleanlar1 birler basamagindaki rakamlari ile esler.}

(Bu fonksiyonlar1 Venn semast, liste yontemi ya da tablo yardimu ile gostererek fonksiyonlarin bir-
birine esit olup olmadigini gosterin.)

4. Asagidaki sekilde 4 tane fonksiyon ve altlarinda bu fonksiyonlarin tiirleri verilmistir. Fonksiyonlar1

ve tiirlerini inceleyerek icine, birebir ve 6rten fonksiyonun 6zelliklerini tahmin edin.

M K

[l icine Fonksiyon []isine Fonksiyon [l icine Fonksiyon [ ]igine Fonksiyon
[ ] Orten Fonksiyon [l Orten Fonksiyon [ ] Orten Fonksiyon [l Orten Fonksiyon
[l Birebir Fonksiyon [l Birebir Fonksiyon [ ] Birebir Fonksiyon [ ] Birebir Fonksiyon
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5. 4. soruda yer alan ilk 2 fonksiyonu tekrar inceleyin. Iki fonksiyon da birebir iken birinin érten

digerinin igine fonksiyon olmas1 neye baglidir?

K

6. Reel sayilarda tanimli asagidaki fonksiyonlarin cebirsel gosterimlerinden veya dinamik matema-

tik yaziliminda gizeceginiz grafikleri yardimiyla fonksiyonlarin birebir olup olmadiklarini belirle-
yin.
o f(x) = lits
2
o g(x) =x*—x+2

eh(x)=x*+x+3

7. Asagidakig: R — [-3,00) tamimlanan fonksiyonun grafigi verilmistir. Bu fonksiyonun 6rten olup

olmadigini belirleyiniz.
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8. Kenar uzunlugu 8 br olan karenin kdselerinden x br’lik kareler ¢ikarilarak olusturulan seklin ala-

nina y diyelim.

« Yyi X'in bir fonksiyonu olarak yazin.
« y = f(x) fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimelerini bulun.

¢ X € Z olmak tizere y = f(x) fonksiyonunun tablo, grafik ve liste gosterimlerini olugturun.

Asagidaki f: R —» R tanimlanan f fonksiyonunun grafigi verilmistir. Bu fonksiyona gore asagidaki

sorular1 cevaplayiniz.

/1234

« £(0) + f(2)=?
« f(2) + f71(3) ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

« f(x) = 0 olacak sekilde x degerlerini bulunuz.
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : FONKSIYONUN SIFIRLARI

MODUL/KONU : Analiz/Fonksiyonlar

KAZANIMLAR : 1. Parcali fonksiyonu ve grafigini olusturur.
2. Bir f fonksiyonunun grafigi ile f(x) = 0 denkleminin kok-
leri ve cebirsel ifadesi arasindaki iliskiyi kurar.
3. ikinci dereceden denklemin koklerini veren genel kural
ispat eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Parcali fonksiyon ile ilgili 6grencilerin uygulama yapmasi hedeflenmistir. Fonksi-
yonun grafiginin x eksenini kestigi noktalar ile f(x) = 0 denkleminin koklerinin ayni
oldugunu kesfetmeleri beklenmektedir. ikinci dereceden denklemlerin koklerini
veren genel kuralin 6grenciler tarafindan bulunmasi amaclanmistir. OJrencilerin
diskriminantin farkli durumlarini incelemesi ve denklemin kdokleri ile katsayilari
arasindaki iliskileri fark etmesi beklenmektedir.

Baslarken...

Harezmi, Dogu bilim diinyasinda cebir ile ilgili ilk
eser yazan kisidir. 770-840 yillar1 arasinda yasayan
Harezmi bu eseri (El Cebr ve’'l Mukabele) yayinladi-
g1 donemde birinci dereceden denklemler ¢oziilebi-
liyordu, ikinci dereceden denklemler de hesaplama
yontemleri ile ¢oziilebiliyordu. Ancak ikinci derece-
den denklemlerin koklerini bulma yontemi gelisti-
rilmemisti. Harezminin El Cebr ve’'l Mukabele kitab:
ikinci dereceden denklemlerin ¢6ziim yolunu sistem-
li olarak isleyen ilk eser niteligindedir ve 600 yildan

uzun bir siire bu eser matematik 6gretiminde temel ola-

rak kullanilmistir. Harezmi'nin kitabinda x* + 10x = 39

denkleminin nasil ¢oziilecegi yaziyor? Siz bu denklemin ¢6ziim kiimesini bulabilir misiniz?
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Parcgali Fonksiyon

Burdur'dan Antalya'ya gitmek isteyen bir kisi 6zel
araci olmadigi ve pandemiden dolayi toplu tagimayi

kullanmak istemedigi igin taksi kullanmaya karar
vermigtir. Taksi firmasi yetkilisinden fiyatlandirma igin
bilgi almak isteyen kisi su sekilde bilgilendirilmigtir.

“Burdur'da taksimetre agiligi 4,60 TL olup kilometre bagina 3,40 TL olarak fiyatlandirilmaktadir.
Antalya'da ise taksimetre agilisi 3,90 TL olup kilometre bagina 3,70 TL olarak fiyatlandiriimaktadir.
Burdur-Antalya arasi 125 km olup bunun 75 km’si Burdur sinirlari igindedir. Taksi, Antalya sinirina
geldiginde taksimetreyi Antalya fiyatlandirmasina gore sifirlayacaktir.”

Bu yolculuga ait taksi tcretinin alinan yola gére degerini veren fonksiyonlari olusturup grafigini
dinamik matematik yaziiminda ciziniz.

Goziim:

Yolculugun Burdur sinirlari icinde gegen ilk 75 km'si igin taksi Ucretini veren fonksiyon
f(x)=3,40x+4,60 seklindedir. Yolculuk sadece Antalya sinirlarinda gegseydi o zaman taksi tcretini
veren fonksiyon h(x)=3,70x+3,90 seklinde olacakti. Ancak bu yolculuk Burdur'da baslayip 75 km
sonra Antalya sinirlarina gegecegi icin daha farkl bir fonksiyon olugturmaliyiz (g(x)).

Ornegin yolculugun 80. km'sinde ddenecek iicret ne olmalidir?
f(75) = 3,40 . (75) + 4,60 = 259,6
h(5) = 3,70 . (5) + 3,90 = 22,4
£(80) = f(75) + h(5) = 282
Yolculugun 75 km’sinden sonra taksi ticretini veren fonksiyon; g(x) = 3,70 . (x - 75) + 263,5 olur.

Bu yolculuga ait taksi tcretini veren fonksiyon:

(o=( _ 3:40x + 4,60 0<x<75
83370 (x - 75) +263,5  75<«

seklindedir. Bu fonksiyona pargali fonksiyon denir.
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Bu fonksiyonun dinamik matematik yazilimi yardimiyla grafigi su sekilde cizilir.
Giris penceresine

Eger (<Sart>, <Dogruysa>, <Dogru Degilse>)

Ve <Dogru Degilse> yerine ise

Eger (<§art>, <Dogruysa>) komutlar: kullanilacaktir.

flx) = Eger (0 < x <75, 3.40 x + 4.60, Eger (75 < x, 3.70 (x - 75) + 263.5))
Eger (<Sart>, <Dogruysa>, Eger( <Sart>, <Dogruysa>))

_ 3,4x + 4,6 :0<x<75
f(x)‘{3,7 (x-75) +263,5 :x>75 }
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Kodlama Etkinligi

Normal sartlarda bir kigi ortalama 50 cm boyunda dogar. O-1 yas arasinda yaklagik 24 cm uzar.
1-2 yaglari arasinda 12 cm uzar. Ergenlige yani 12 yagina kadar yilda 5 cm uzar. Ergenlikte yani
12-20 yaglari arasinda toplam 24 cm uzar. 20 yagindan sonra uzama durur. 40 yasindan sonra
her 10 yilda 1 cm kisalmaktadir. Buna goére boy uzama fonksiyonunu yazin ve grafigini dinamik
matematik programi ile ¢izin. Daha sonra 80 yagina kadar yasayan bir kisinin yasina gére boyunu
veren programi blok tabanl programlama dili ile kodlayn.

50, x=0
50+24x, 0<x<1
T4+12(x-1), 1<x<2
86+5(x-2), 2<x<12
=Y 136+3(x-12) 12<x<20
160, 20 < x <40
x-40

161 - » 40<x<80
10

Bu etkinligin blok tabanli programlama dili ile olugturulmus uygulamasina etkinlik karekodunu
okutarak ulasabilirsiniz.

(20, 160) (40, 160)

(80, 156)

ol
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Parcali fonksiyon ile ilgili uygulamalar yapilir. (Etkinlik Formu Soru 1-2)

Fonksiyonun Sifirlari
f(x) = 2x -3 fonksiyonunun grafigini ¢izin. Ayrica 2x - 3 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini bulun. 2x - 3 =0
denkleminin ¢6ziim kiimesini f(x) = 2x - 3 fonksiyonunun grafiginde belirleyin.

1.57

0.57

Benzer sekilde g(x) = x*- 3x - 10 fonksiyonun grafigini dinamik matematik yaziliminda olusturun.
x*- 3x - 10 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimelerini bulun. Ve bu x degerlerini g fonksiyonunun grafiginde belir-
leyin.
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Ornek:

Asagida grafigi verilen f fonksiyonunun sifirlarini bulunuz.

ANY

N

A\

y=£(x)

Coézum:

Fonksiyonun grafigine gore f(-3) = f(-1) = f(4) = 0 oldugu i¢in fonksiyonun sifirlar1 -3, -1 ve 4 degerleridir.

Ornek:

Asagida f(x) fonksiyonun grafigi verilmistir. f(x-2) fonksiyonunun sifirlarini bulunuz.

AX

Coézum:
f-(1)=0=>x=5
f2)=0=>x=4

f4)=0=x=6
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Fonksiyonun sifirlar ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 3-4).

ikinci Dereceden Denklemlerin Cézimii

“Baslarken” bolumiinde, Harezmi'nin kitabindan bir 6rnek soru olan x*+ 10x = 39 denkleminin ¢6ztimii
sorulmustu. Bu denklemi Harezmi su sekilde ¢6zmektedir:

[lk olarak bir kenar1 x br olan bir kare olusturmustur. Karenin alani x> br’dir.

Daha sonra her kenardan 2,5 br kenar uzunlugunda dikdortgenler ¢izmistir. Olusan dikdortgenlerin alan:
10x br*dir.

2,5 2,5

2,5 2,5

Bu seklin alani, x* + 10x = 39 oldugu i¢in 39 br’dir. Yukaridaki sekil kareye tamamlanacak olursa agagidaki

sekil olusur.
2,5 2,5
2,5 2,5
X
2,5 X 2,5
2,5 2,5
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Olugan karenin alani ise 39 + 4. (2,5)* = 64 br’dir. Karenin bir kenari ise x + 5 = 8 oldugu i¢in x = 3 olarak
bulunur.

Peki bu denklemin bagka ¢6ziim kiimesi var mi?

Dinamik matematik yazilimi agilarak Bilgisayar Cebir Sistemi (CAS) bolimiine x> + 10x = 39 denklemi ya-
zilir ve “¢6z” aract ile bu denklemin ¢6ziim kiimesi bulunur.

x>+ 10x =39
Solve {x =-13x= 3}

Dinamik matematik yazilimi bu denklemin ¢6ziim kiimesini {-13,3} olarak bulmustur. Harezminin ¢6zii-
miinde ise sadece pozitif kok olan 3 bulunmaktadir.

O zaman x> + 10x = 39 denkleminin ¢6ziim kiimelerini farkl bir sekilde bulmaya ¢alisalim. x* + 10x - 39 =0
denkleminin ¢6zlimi i¢in tam kareye tamamlama yontemi uygun bir ¢6ziim yolu olarak diisiiniilebilir.

x* + 10x ifadesi hangi iki terimin tam keresinden gelebilir?

(x +5)* = x* + 10x + 25 oldugu i¢in x* + 10x - 39 = 0 denklemi (x + 5)* - 25 - 39 = 0 seklinde tekrar yazi-
labilir.

(x +5)* =64 = x = 3,x = -13 olarak denklemin ¢6ziim kiimeleri bulunur.

Tam kareye tamamlama yontemi ile ikinci dereceden denklemlerin ¢6zim kiimelerini bulma
uygulamalarina yer verilir (Etkinlik Formu Soru 5).

ax® + bx + ¢ = 0 denkleminin ¢6ziim kiimelerini ayni yontemle bulabilir misiniz?

-b F NV - dac
2a

— TADIG

a, b,c € Rvea=#0ax?+ bx+ c=0denkleminde b* - 4ac ifadesinde denklemin diskriminant1 denir
ve A simgesi ile gosterilir.
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Ornek:

2x* - x - 15 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini hem tam kareye tamamlama y6ntemi hem de ikinci dere-
ceden denklemlerin genel kurali ile bulalim ve f(x) = 2x* - x - 15 fonksiyonun grafigini dinamik matematik
yazilimu ile olusturalim.

Coézium:

15
2
’ L

P ]
2

16
L
16
11
4

Ikinci dereceden denklemin ¢6ziim kiimelerini genel kuraldan bulacak olursak;

1F VI+120  1F11
" -

a=2,b=-1,c=-15 olmak tizere, x = 1

=>x=3,x=- %bulunur.

-3 -2 -2 -15 -1 -05 O 0,5 1 1,5 2 2,5 3,5 4

Fonksiyonun grafigi incelendiginde fonksiyonun sifirlarinin 2 tane oldugu goriilmektedir.
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Ornek:

x*-2x + 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesini hem tam kareye tamamlama yoéntemi hem de ikinci dereceden
denklemlerin genel kurali ile bulun ve f(x) = x* - 2x + 1 fonksiyonun grafigini dinamik matematik yazilimi ile
olusturun.

Ccozum:
(x-1)>=0= x =1 olmak tizere ikinci dereceden denklemin ¢6ziim kiimesi tek elemanlidir.

Ikinci dereceden denklemin ¢6ziim kiimelerini genel kuraldan bulacak olursak;

a=1,b=-2,c=1olmak iizere, x =%ﬂ = 1 bulunur.
3
2
1
-1 0 1 2 3

Fonksiyonun grafigi incelendiginde fonksiyonun sifirinin tek oldugu goriilmektedir.

Ornek:

x* + 3x + 4 = 0 denkleminin ¢6ztim kiimesini hem tam kareye tamamlama yontemi hem de ikinci derece-
den denklemlerin genel kurali ile bulun ve f(x) = x> + 3x + 4 fonksiyonun grafigini dinamik matematik yazi-
limzi ile olusturun.

cozum:

Reel sayilarin karesi negatif olamayacag: i¢in ikinci dereceden denklemin reel kokii yoktur.

Ikinci dereceden denklemler igin genel kurali uygulayacak olursak;
3FV9-16  3FV-7
- 2

olamayacagi i¢in bu denklemin reel sayilar kiimesinde ¢6ziim kiimesi bos elemandur.

a=1,b=3,c=4olmak tuzere, x,= kokli ifadenin i¢i reel sayilar i¢cin negatif
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Fonksiyonun grafigi incelendiginde fonksiyonun sifirlarinin olmadig: goriilmektedir.

Ikinci dereceden denklemlerin (ax? + bx + ¢ = 0) ¢dziim kiimesi ile ilgili 3 tane 6rnegi incelediginizde
A = b* - 4ac degeri ile fonksiyonun sifirlar1 arasinda bir iliski fark ettiniz mi?

— URMOL

A>0 ise ikinci dereceden denklemin birbirinden farkli 2 reel koki vardir.

A=0 ise ikinci dereceden denklemin birbirine esit 1 reel kokii vardir.

A<0 ise ikinci dereceden denklemin reel kokii yoktur.

ikinci dereceden denklemler ile ilgili uygulamalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6, 7)

ikinci Dereceden Denklemlerin Kékleri ile Katsayilari Arasinda Bagintilar

x* + 5x - 2 = 0 denkleminin koklerini bulun ve koklerin toplamini ve ¢arpimini hesaplayin.

_ -5+V25+8
X2 = 2
-5-v33 -5+v33
X, +x,= > + 5 =-5
X x = -5-v33  -54VY33  25-33 I
(el 2 2 4
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3x? - 2x - 7 = 0 denkleminin koklerini bulun ve koklerin toplamini ve ¢arpimini hesaplayin.

_ 2F V4+84
X1 6
_2-+88 +V88 2
x1+x— 6 + 6 —?
v oxe 2-V88 2++V8 _ 7
e 6 6 e

Yukaridaki ikinci dereceden denklemlerin koklerinin toplamlar: ve garpimlari ile denklemin katsayilar:

arasinda bir iligki bulabilir misiniz? Tahminlerinizi asagidaki ikinci dereceden denklemde uygulayin ve denk-
lemi ¢ozerek tahminlerinizi kontrol edin.

-2x* + x + 5 = 0 denkleminin koklerini bulun ve koklerin toplamini ve ¢arpimini hesaplayin.

1FAV1+40
X ,= ——F
1.2 -4
. -1-+41 -1+x/41 1
X rx= 4 4 =2
o xe 1-V4l 14441l _ 5
1%~ 4 42

Tahmininiz dogru mu?

ax® + bx + ¢ = 0 ikinci dereceden denkleminin kokler toplami ve kokler ¢arpimi igin bir kural belirleyebilir
misiniz?

_ -bF ANV -4ac
127 2a
X 4 -b -\ b* - 4ac —b+\/b2—4ac _ b
1 ThT 2a 2a T a
_ -b-Nb-4ac  -b+Vb'-4ac _ b*- (b*-4ac) _ ¢
1m 2a 2a B 2a T a

ikinci dereceden denklemlerin kdkleri ile katsayilari arasindaki bagintilara yénelik uygulama-
lara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 7, 8)
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EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorulari
o Harezminin El Cebr ve'l Mukabele kitab1 hakkinda arastirma yapabilirsiniz.
Ugiincii dereceden denklemlerin ¢6ziim kiimelerini veren bagintilari arastirabilirsiniz.

 Bilgisayar cebir sistemine sahip yazilimlarin denklemlerin ¢6ziim kiimelerini hesaplarken yararlandig1

algoritmalari arastirabilirsiniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu'na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

8,0<x<1

9,1<x<2

1. f(x): 11,2<x<4
13,4<x<6
16,6 < x<24

2. 106

3. 3x—1=0=>x=%

a. {-4,2}
b. {-1/4,3}

c. {2/3,1}

a.{}

b. {-1/2,3}

c.{}
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Etkinlik Formu

1.

Bir belediyeye ait otoparkin iicretleri asagidaki tabloda verilmistir.

1 saate kadar (1 saat dahil) 8TL
Tile 2 saat arasi (2 saat dahil) 9TL
2 ile 4 saat arasl (4 saat dahil) nTL
4 ile 6 saat arasl (6 saat dahil) 13TL

GUnboyu 16 TL

Buna gore otopark iicretinin, otoparkta kalma siiresine bagli fonksiyonunu (f(x)) olusturun.

. f: R - R olmak iizere f fonksiyonu pargali tanimli olarak asagida verilmistir.

xX-2,x<-2

x*-3x+1,-2<x<0
fO= ¢ 1,0<x<4

3x-2,4<x

Bu fonksiyona gore f(-3) + f(-2) + f(-1) + f(0) + (1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(5)=2

. flx) = 3x-1 fonksiyonunun grafigini ¢izin ve fonksiyonun sifirini grafik iizerinde gosterin. Ayrica

fonksiyonun sifirlarini fonksiyonun cebirsel kuralindan yararlanarak da bulun.

. Asagida f fonksiyonunun grafigi verilmistir.

flx + 4) fonksiyonunun sifirlarini bulunuz.
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5. Asagidaki denklemlerin reel sayilardaki ¢6ziim kiimelerini tam kareye tamamlama yontemi ile bu-
lunuz.

a.x*+2x-8=0
b.4x’-11x-3=0
C. 3x* -5x+2=0
. Asagidaki denklemlerin reel sayilardaki ¢6ziim kiimelerini bulunuz.
a.-x’+2x-3=0
b.2x*-5-3=0
C.X+x+2=0

. x?-2x + ¢ = 0 denkleminin diskriminant1 ayn1 zamanda bu denklemin bir kokii olduguna gore, c
gercel sayisinin alabilecegi degerlerin ¢arpimi kagtir? (2021 AYT)

. Harmonik ortalamanin ekonomi, elektrik devrelerinde direng hesab1 gibi farkli uygulamalar vardir.
Bunlardan bir tanesi ise ortalama hiz problemleridir. Ornegin bir hareketli A noktasindan B nok-
tasina V , doniiste ise B noktasindan A noktasina V, hizla giderse A noktasindan B noktasina gidip

2
geldigi yolculukta ortalama hizi harmonik ortalamaile 1 , 1 bagintisi ile hesaplanabilir.
1 2

Bir hareketlinin A noktasindan B noktasina gidis ve doniis hizlar1 x* - 185x + 8550 = 0 denkleminin
kokleri ise A noktasindan B noktasina gidip dondiigiinde ortalama hizi ne olur?

303




MATEMATIK

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : SANAL DUNYA
MODUL/KONU : Analiz/Karmasik Sayilar

KAZANIMLAR : 1. Karmasik sayilari ikinci dereceden denklemlerin kokleri
baglaminda aciklar.

2. Karmaslik sayilarla islem yapar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Diskriminanti negatif olan ikinci dereceden denklemlerin koklerinden yola cika-
rak ogrencilerin karmasik sayilari fark etmesi amaclanmistir. Sanal koklere sahip
ikinci dereceden denklemin sanal kokleri dinamik matematik yaziliminda incele-
tilerek karmasik sayinin eslenigini aciklamalari istenmektedir. Karmasik sayilarda
islemleri dinamik matematik yazilimiyardimiyla yaparak bu islemlerin nasil yapil-
digini kesfetmeleri hedeflenmektedir.

Baslarken...

Negatif sayilarin karekokii olur mu?

Her reel sayinin karesi pozitif bir say1 olduguna
gore negatif sayilarin karekokii olamaz. Oldugunu
varsayalim. O zaman negatif bir sayinin karekokii
nasil olurdu?

x>+ ax = b tigincti dereceden denklemlerin ¢6-
ziimiinii Ferro ve Tarraglia su sekilde bulmustur;

R R S R N
x‘/z* 27+4+\/2 27 "y

Ancak Cardono, ¢oziimlerinden biri x=4 oldugu goriilebilen x’=15x+4 denklemi i¢in bu formiilii uygula-

diginda bazi seylerin ters gittigini fark etmistir. Sizce ters giden ne olabilir?
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Kimeleri Genisletmek ve Yeni Bir Sayilar Kimesi: Karmasik Sayilar

Matematiksel denklemler ¢oziiliirken hangi kiime iizerinde islem yapildig: belirtilir. Ornegin 2x + 4 = 0
denkleminin dogal sayilar kiimesinde ¢6ziim kiimesi bos kiimedir. Ancak tam sayilar kiimesinde ¢alisiyorsa-
niz bu denklemin ¢6ziim kiimesi x = —2'dir. Bu kiime genisletmesine bir 6rnektir.

Etkinlik formu 1. soruda yer alan 3x — 2 = 32 denkleminin ¢6ztimii x = 34 »tiir. Burada tam sayilar kiimesi-

ni kapsayan rasyonel sayilar kiimesi se¢ilmelidir. Rasyonel sayilar kiimesi yerine dogrudan reel sayilar kiimesi
de segcilebilir. Ancak bir sonraki soruda rasyonel sayilar kitmesinden reel sayilar kiimesine ge¢ilmesi istenece-
ginden reel sayilarin bir altkiimesi olan rasyonel sayilar kiimesi ile etkinlige devam edilir.

Kimelerin genisletilmesiyle ilgili 6rneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-3)

Etkinlik formu 2. soruda yer alan x* + x — 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesi rasyonel sayilar kiimesinde

~1+45,
2

bos kiimedir ancak reel sayilar kiimesindeki ¢oziimii x = dir. Yeni belirlenecek kiime hem rasyonel

sayilar1 hem de irrasyonel sayilar1 kapsayan reel sayilar kiimesidir.

Etkinlik formu 3. soruda yer alan x* + 1 = 0 ve x* — 2x + 5 = 0 denklemlerinin ¢6ziimiinde karesi —1 olan
ve karekoklii ifadenin i¢i negatif olan ifadeler ile karsilasilir. Sayilar doganin bir¢ok 6zelligini yakalayan ¢ok
etkili buluslar olsa da yapay insan icadidir. Burada sorun ¢ikartan V-1 ifadesi i ile gosterilerek karmasik sayi-
lar su sekilde tanimlanir.

—TANIGA

a, b € R ve i’= —1 olmak tlizere z = a + ib bi¢cimindeki sayilara karmasik sayilar denir. a'ya karmagik

sayinin reel kismi, b'ye de karmasik sayinin sanal kismi adi verilir. a = Re(z), b = Im(z) seklinde gosterilir.
Bu sayilardan olusan kiimeye de karmagik sayilar kiimesi denir ve C ile gosterilir.

x* — 2x + 5 = 0 denkleminin kokleri karmagik sayilar kiimesinde bulunur.

(x-1)°+4=0
(x—1)*=-4
(x-1)* _

XT__I

(251 -

. . . . x-1
Burada “Hangi sayinin karesi “~1” dir?” sorusu yoneltilerek

2

sayisinin +i'ye esit oldugu fark etti-
rilir.
x-1
2

=i

X, = 1 + 2i olarak bulunur.
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Ornek:

Toplamlar: 8, ¢arpimlari 20 olan iki say1 bulalim.

Ccozum:

Bu sayilar x, ve x, olsun x, + x, =8 ve x,. x, = 20 olacagindan denkleminin kokleri x, ve x, olan x* — 8x +20 =0
olarak soylenebilir.

Benzer sekilde (x — 4)> = —4 olur. Buradan x, =4 + 2i ve x, = 4 — 2i olarak bulunur.

Diskriminant1 sifirdan kiigiik olan reel katsayili ikinci dereceden denklemlerin karmagik kokleri a + ib
formundadir. Bunun kok bulma formiiliiniin bir sonucu oldugu tartisilir.

1,2

X = % formiiliinde A < 0 oldugunda karmasik kokler gelecektir ve bu koklerin karmasik say1 ol-

masina neden olan VA ifadesinin 6niinde + isaretinden dolay1 karmasik kokler a + ib formundadir.

Benzer sekilde kokleri karmagik say1 olan reel katsayili ikinci dereceden denklemlere yer ve-
rilir. (Etkinlik formu - 4)

Karmasik Sayilarin Eslenigi

Karmagik sayilar daha rahat anlasilmasi i¢in koordinat diizlemde gosterilmeye calisilmis, 1673 yilinda
John Wallis’in ortaya attig1 sanal dogru fikrinden yaklasik 120 y1l sonra 1797'de Casper Wessel karmagik say1-
y1 koordinat diizleminde gostermistir.

Sanal eksen

A
+bi
b | 2e D
Reel eksen
- a ~
Y

1 — 2ive 1 + 2i sayilar1 dinamik matematik yazilimi yardimiyla koordinat sisteminde nerede olduklar1
goriilebilir. Ayni sekilde Etkinlik Formu Soru 4’teki reel katsayili karmasik koke sahip denklemlerin kokleri
de dinamik matematik yaziliminda olusturulup bu kokler arasindaki iligskiden yola ¢ikarak karmasik sayinin
eslenigi kavrami tanitilir. Koordinat diizleminde bu sayilarin x eksenine gore simetrik olduklari ile ilgili ¢ika-
rim yapilmasi saglanir.
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—TADIGA

a, b € R olmak tizere z = a + ib karmagik sayis1 verildiginde z = a — ib'ye z'nin eslenigi denir.

Karmasik sayilarin esleniklerini bulmaya yonelik alistirmalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5)

Karmasik Sayilarda Dért islem

Iki karmagik sayinin toplami ve farki i¢in asagida yer alan islemler dinamik matematik yaziliminda yapilir
ve bu toplama ve ¢ikarma islemlerinin yazilim tarafindan nasil yapildig1 sorgulatilir.

Q+3)+(1+4i)=3+7i,2+3i))—-(1+4i))=1-1i
2+3)+(-2+50)=8i,(2+3i) — (-2 +5i) =4-2i
(1+4)+(—2+5))= -1+9,(1+4i)—(—2+5{))=3-1i

a, b,cved € Rolmak tizerez=a +ibvew=c+idverilsin.zzw=(axb) +i(ctd)

italyan matematik¢i Cardano 16. yyda j = \—1 ifadesi icin (WV=1) . (=1) = -1 kurali ilave edilirse karma-
sik sayilarin bilinen diger sayilar gibi islem gorecegini ifade etmistir ve karmasik sayilar igin karesi —1 olan
sayiya i denilmistir. O zaman #* = —1 yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak i sayisinin kuvvetleri bulunur. i =i,
i?=-1,7=-i,i*=1,# =i, i° = -1, ... Buradan yola ¢ikarak su sonuca ulagilmaya ¢aligilr.

i4k+1 — i, l'4k+2 — _1, l'4k+3 — _1) i4k =1

i sayisinin kuvvetleri ile ilgili uygulamalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6) I

Bir karmagik sayinin bir reel say1 ile carpimi i¢in Etkinlik Formu Soru 7de yer alan islemler dinamik ma-
tematik yaziliminda yapilir ve bu islemlerin yazilim tarafindan nasil yapildig: sorgulatilir. Ogrencilerden
z =a + bi karmagik sayisi i¢in k € R olmak {izere k . z garpiminin kuralini olusturmalari istenir.

k,aveb € Rolmakiizerez=a +ibigin, k.z=k.a+i.k.b

[ki karmagik sayinin garpimi i¢in Etkinlik Formu Soru 8de yer alan islemler dinamik matematik yazilimin-
da yapilir ve bu islemlerin yazilim tarafindan nasil yapildig: sorgulatilir. Ogrencilerden z, = a + bi ve z, = ¢ + di

karmagik sayilariigin z, . z, carpiminin kuralini olusturmalari istenir.

a, b, cved € Rolmak lizere z, =a + ibve z, = c + diigin z,. z, = (ac — bd) + (ad + bc)i’ dir.
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Bir karmagik sayinin eslenigi ile carpimi 6zel olarak ele alinabilir.

Ornek:
z=2+3i,w=-1+ ikarmagik sayisi verilsin.z. z= 2, w. w=7?
Coézum:
(2+3i).(2-3i))=4-6i+6i+9=13
(-1+4).(-1-9)=1+i-i+1=2

z = x + iy karmagik sayis1 verilsin. z . z ile ilgili bir kural bulunabilir mi, sorusu 6grencilere yoneltilerek bu
kurali cebirsel olarak gostermeleri istenebilir.

(x+iy). (x—iy)=x—ixy+ixy+ Yy’ =x"+)°

Iki karmagik sayinin béliimii igin Etkinlik Formu Soru 9'da yer alan islemler dinamik matematik yazi-

liminda yapilir ve bu islemlerin yazilim tarafindan nasil yapildig: sorgulatilir. Ogrencilerden z, = a + bi

z
B . L. Z,
ve z, = c + di ve karmagik sayilar1 igin z,

boliimiiniin kuralini olusturmalari istenir.

a, b,cvede]Rolmakiizerez1=a+ibvez2:c+diic;in

(a+ib) (a+ib)(c—id) (ac+bd)+i(bc—ad) (ac+bd) . (bc-ad)

(c+id) ~ (c+id)(c—id) @ +d) =@ d @D dir.

Karmasik sayilarin eslenikleri ile ilgili bazi 6zellikler vardir ve bu 6zellikler 6grenciler tarafindan ispatla-
nabilir.

Onerme:
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ispat:

z, = x,+ iy, ve z,= x, + iy, olmak iizere,

1 z,+z = (x1 +iy)+ (x2 + iyz) = (xl +x,)+ i()’1 +y2)

= (xz +x2)_ i(yz +)/2) = (xz - iyz) * (xz_ i}’;

2. z-z, =(x, +iy) - (x, +iy) = (x,—x) +i(y,~ y,)

= (xz_xz)_ i(y1 _yz)z (x1 - iyl)_ (xz_ iyz)

3.z,.z, =(x,+iy). (x,+iy,)=(x,x,—y,y,) +ilx,y,+y, %)
= (xez_ylyz)_ i(x1y2+y1x2) =X, (xz_ iyz)_ iyl (xz_ iyg

= (x1_ iy1)(x2_ iyz) 22_12_2

5 Z+tz_ x+iy+x—iy 2x _
3 3 3 Re(z)
6. 2—z_x+iy—x+iy _ 2iy _ _
2 2 2 =y =1m(z)

7.z=(x+iy)=(x—iy)=x+iy=z

EK ETKINLIiK ONERISi

Aragtirma Sorulari

« Karmagsik sayilarin elektrik devre analizinde kullanim1 yoniinde arastirma yaptirilabilir.

o Bir karmagik say1 ile eslenigi ¢arpildiginda ¢arpimin degerinin mutlak degeri karmagik sayinin orijine
olan uzakligini verir. Bunun kesfine yonelik dinamik matematik yaziliminin kullanilacag: etkinlikler yap-
tirilabilir.

e y=ax’+ bx + c fonksiyonunun reel kokleri bu fonksiyonun grafiginin x eksenini kestigi noktalardir. An-
cak karmagik koke sahip olan reel katsayili 2. dereceden fonksiyonlarin grafikleri ile karmagik kokleri
arasinda nasil bir iliski vardir? Dinamik matematik yazilimi yardimiyla bu problem tizerinde calisilabilir.

o Iki karmagik say1 bityiik ve kiigiik olarak siralanabilir mi? Karmagik sayilar kiimesinde siralama bagintis
var m1? Buna yonelik ¢alismalar yapilabilir.
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Etkinlik Formu Cevaplari

. a.{-2}
b. {1/7,1}
c.Q

d.R

. a.{?’iz\/g}

b. {V5}

.(1£3i) /5

b. {1,2}

c. V6+3ivV6
6

. a.3-3i

b. 2/5 + 3/5i

c.4-10i

< (1+5i) /2
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Etkinlik Formu

Asagidaki denklemleri tam sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

a.5x+23=8

b.3x-2=32

c.x*-5x-6=0

Tam sayilarda ¢6ztim kiimesi bos kiime olan denklemleri belirleyin. Bu denklemler i¢in ¢6ziim kii-

mesinin bos kiime olmadig1 bir kiime belirleyin.

. Asagidaki denklemleri 1. soruda belirlediginiz kiimede ¢6ziiniiz.

a.x’ +15 =7

b.7x*-8x+1=0

c.x’+x-1=0

Birinci soruda belirlediginiz kiimede ¢6ziim kiimesi bos kiime olan denklemler i¢in ¢6ziim kiimesi-

nin bos kiime olmadig1 bir kiime belirleyin.

. Asagidaki denklemleri 2. soruda belirlediginiz kiimede ¢6ziiniiz.
a.x*-3x+1=0

b.x-5=0

c.x’+1=0

d.x*-2x+5=0

Ikinci soruda belirlediginiz kiimede ¢oziim kiimesi bos kiime olan denklemler igin ¢oziim kiimesi-

nin bos kiime olmadig: bir kiime belirleyin. Eger boyle bir kiime bilmiyorsaniz kendiniz bir kiime

inga edebilirsiniz.

4. Asagidaki denklemlerin koklerini bulunuz.

a.5x+2x+2=0
b.x*-3x+2=0
c.3x2—V6x+5=0

. Asagidaki sayilarin esleniklerini bulunuz.
a.z=2i=>z=1

b.z=1-3i=2z=7?

c.z=-5=2z=?

dz=-3+2i=22=7?

e.z=-2i+1=>z=2?
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6. Asagidaki islemlerin sonuglarini bulunuz.
a i+ i+ +it L=
b.i?+i7+i*+i?+i'=7?

C.P+d+iB+..7=2

Analitik diizlemde z = 1 — i, z, =2 + 3i ve z, = — 2 + 5i sayilarin1 olusturun. Ve agagidaki carpma
islemlerini dinamik matematik yazilim1 yardimiyla yapiniz.
a.3.z =
b. 1 .z=
5
c.-2.z =
Dinamik matematik yazilimindan elde ettiginiz sonuglara goére; yazilimin ne tiir bir kural kullandi-
gin1 diisiinityorsunuz? Agiklayiniz.

z =a + bi karmagik sayisi i¢in « € R olmak iizere a.z garpiminin kuralini olusturunuz.

. Analitik diizlemde z = 1 — 4, z, = 2 + 3i ve z, = =2 + 5i sayilarini1 olugturunuz ve agagidaki ¢carpma
islemlerini dinamik matematik yazilim1 yardimiyla yapiniz.
a.z .z =
b.z .z =
C.z,.z,=
Dinamik matematik yazilimindan elde ettiginiz sonuglara goére; yazilimin ne tiir bir kural kullandi-
gin1 diisiinityorsunuz? Agiklayiniz.

z =a+bivez, =c+di karmagik sayilar1 i¢in z, . z, carpiminin kuralini olusturunuz.

Dinamik matematik yazilimi ile z,=3+2z,=1-i,z=2,z,= i karmagik sayilari icin

islemlerinin sonucunu bulun. Sizce dinamik matematik yazilimi bu iglemleri yaparken nasil bir sii-

re¢ izlemektedir?

a+ib

c1id islemi i¢in bir kural belirleyebilir misin?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : FONKSIYONLARDAN DiZiLERE

MODUL/KONU : Analiz/Diziler

KAZANIMLAR : 1. Dizi ve fonksiyon kavramlarini iliskilendirir.
2. Genel terimleri verilen gercek sayi dizileri uzerinde dért
islem yaparak yeni diziler elde eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Dizi kavramini, fonksiyon tanimindan yola ¢ikilarak égrencilerin kesfetmeleri bek-
lenmektedir. Sonlu dizi, sabit dizi ve dizilerin esitligini dgrencilerin incelemesi isten-
mektedir. Etkinlikte yer alan ¢alismalarla égrencilerin dizi ile fonksiyon arasindaki
iliskiyi cebirsel ve grafiksel olarak analiz etmesi hedeflenmektedir. Ayrica dizilerin
genel terimleri ile dort islem yaparak yeni diziler olusturmasi amaclanmaktadir.

Baslarken...

Gergek yasamda olaylary, fikirleri, nesneleri dizi haline getirmenin anlami onlar1 mantiksal siraya koymak-
tir. Fotograflar, resimler, dans hareketleri, yemek pisirme adimlar1 bunlara 6rnek olarak gosterilebilir. Matema-
tikte ise daha ¢ok sayilar bir siraya konulur ve birinci terim, ikinci terim gibi indeksleme yapilir. Matematiksel
olarak dizi bir fonksiyon olarak diisiiniiliir. Asagida cebirsel ifadeleri birbirine benzer olan f(x) = x + 1 fonksi-

yonuve a =n + 1 dizisinin grafikleri yer almaktadur.

3
2 4 *
3 [}
]
/ ? i
3 3 0 I 2 3 o
1
i YRR TREY, NERRE NRENT YRREE !
2

Sizce fonksiyon ile dizi arasindaki fark nedir?
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Fonksiyon ile Dizi Arasindaki iliski

A kiimesinde yer alan sayilar1 belli bir kurala gore siralayabilir misiniz? Kurali cebirsel olarak yaziniz.

A={5,1,26,2,37,50,17,65,82,10}

1,2,5, 10,17 26, 37, 50, 65, 82 seklinde siralanabilir ve terimleri kiigiikten biiytige tablo halinde asagidaki
sekilde gosterilebilir.

1. terim a, 1
2. terim a, 2
3. terim a, 5
4. terim a, 10
5. terim ag 17
6. terim a, 26
7. terim a, 37
8. terim ag 50
9. terim a, 65
10. terim a 82

Bu dizinin kurali a = (n-1)* + 1 olarak bulunabilir.

Matematiksel dizi olusturma siireci bir fonksiyon olarak diisiintilmiis ve asagidaki gibi tanimlanmaigtir.

—TARIR

Tanim kiimesi N* = {1,2,3,... ,n,...} olan her fonksiyona dizi denir. Diziler, deger kiimelerine gore

isimlendirilir. Deger kiimesi R olan diziye ger¢ek say1 dizisi denir. f: N* — R ger¢ek say1 dizisinde f(1) =
a, f2) = Qe filn) = a,... ile gosterilirse bu fonksiyonun goriintii kiimesi {al, Ay Asevs e .} biciminde
ifade edilir. Burada k € N* olmak iizere g, ifadelerine dizinin terimleri, a ifadesine dizinin n. terimi ya da

genel terimi denir. Genel terimi a_ olan bir dizi {a,} ya da (a,) seklinde gosterilir.
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Ornek:

5,9,17,29... seklinde verilen dizinin genel terimini bulunuz.

Coézium:
Terimlerin artig miktari: 4,8,12,... seklinde oldugu i¢in;
5=5=a
9=5+4.1=a, +4.1=aq,
17=9+4.2=a,+4.2=a,

29=17+4.3=a,+4.3=aq,

a=a  +4.(n-1)

Bu yol ile dizinin genel terimi bir 6nceki terimine bagli olarak bulunabilmistir. Dizinin genel terimi i¢in
diger bir yol ise su sekildedir.
al=5=5

1
a,=9=5+4.1
a3=17=5+4.1+4.2

a4=29=5+4.1+4.2+4.3

a=5+4.1+4.2+-+4.(n-1)

a=5+4(1+2+3+-+(n-1))

3 (n-1).n
—5+4.—2
=2n*-2n+5

Dizinin genel terimini bulma ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 1-3).

Dizinin Grafigi
a, =2n’-2n+ 5 genel terimi ile verilen dizinin grafigini dinamik matematik yazilimi ile olusturalim.

Bunun i¢in dinamik matematik yaziliminin giris penceresine Dizi[(n, 2n* - 2n + 5), n, 1, 10] yazilir. Bura-
daki 1 say1s1 dizinin baslangi¢ terimini, 10 sayzsi ise son terimi ifade etmektedir. Eger ifadede (n, 2n* - 2n + 5)
yerine 2n* - 2n + 5 yazilirsa dizinin grafigi ortaya ¢ikmaz, sadece dizinin ilk 10 terimi liste halinde goriiniir.
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11 = Dizi (n, 202 - 2n + 5), n, 1, 10) : °
19) 180
-{(1,5),(2,9),(3,17), (4, 29), (5, 45), (6, 65), (7, 89), (8, 117), (9, 149), (10, 185)} 160
.. (o)
+ | Giris... 140
120 o
100
(o)
80
(o)
60
o
40
o
20 |o
)
o}

-80 -60 -40 -20 O 20 40 60

a =2n’-2n + 5 dizisinde sonra ayn1 ekranda f(x) = 2x* - 2x + 5 fonksiyonunun grafigini dinamik mate-

matik yazilimi ile olustursak yukaridaki grafige gore ne gibi degisiklikler olacakti?

Dinamik matematik yaziliminda f fonksiyonunu olusturdugumuzda fonksiyonu R—R’ye tanimlaya-

cag1 i¢in grafik bir egri olur.

o)
[e=}
—0

D
D

NS
==}

—
o
D

—
[<5]

S

[a>)
o o

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
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Sonlu Dizi

a =2n- n+7 seklinde genel terimi verilen ifadeyi ele alalim. (a,) bir dizi belirtir mi?

n = 7 i¢in bu ifade tanimsiz olur. Ancak, n = 1,2,3,4,5,6 i¢in a, tanimhdir. (a,) = (a, a,, a, a, a,, a,) den
olusan sonlu bir dizidir.

A

k € N*ve A, kiimeleri Z* nin alt kiimeleri olmak tizere A = {1,2,3, ..., k} kiimesinden R’ye tanimlanan

her fonksiyona sonlu dizi denir.

(a,): A, — R olmak iizere (a,) sonlu dizisinin elemanlari (a,, a,, a, ..., a,) bigiminde gosterilir.

3

Ornek:
(a,) = (V100 - #*) sonlu gergek say1 dizisi en ok kag elemanlidir?

Coézum:

(a,) gercek say1 dizisi i¢in n € N* olmak iizere 100 - #° > 0 olmalidir. n = 1,2,3,4 degerleri i¢in (a,) bir gercek
say1 dizisidir. (a,) dizisi en ok 4 elemanhdir.

Sabit Dizi
Dinamik matematik yazihminda r adinda bir siirgii olugtu- ~ SUr9¢
run ve baslangi¢ degerini 1, bitis degerini 30 ve artig miktarini =~ *
r
1 br olarak belirleyin.
@ Sayisal Aci Tamsay!
Aralk Sargu Canlandirma
Min Maks Artis
0 30 1
Yarigap uzunlugu ile ¢ember olustur araci olan o1
“Cember: Merkez ve Yarigap” ile merkezi orijin ve ya- 3 .
rigap uzunlugu “r” olan bir ¢ember olusturun (Siirgii- 5
niin 1'de olduguna emin olun.). Bu ¢gemberin gevresini
“uzaklik veya uzunluk” araci ile belirleyin. 1

/\c Cevresi = 6.28
C A \
O : .
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Daha sonra giris penceresine “Cevre(c)/r” degerini . Cevre (c) :
girerek a degerini olusturun. r

=~ 628

Perspektiflerden Hesap Tablosunu se- Sayisal r 1 6.28 6.28
¢ip tablonun A1 hiicresine r degerini, Bl 2 12.57 6.28
hiicresine ¢emberin ¢evre uzunlugunu o Nesneyi Gster v 3 18.85 6.28
(Cevre(c)), C1 hiicresine ise a degerini =~ A~  Etiketi Goster v 4 2513 6.28
atayin. Siirgiiyii birer birim arttirarak tab- | FJ Hesap Tablosuna Kaydet \/ 5 31.42 6.28
loyu doldurun. (® Canlandirma 6 377 6.28

& Kilitl Nesne 7 43.98 6.28
8 50.27 6.28
9 56.55 6.28
10 62.83 6.28

Ugiincii siitundaki degerin hep sabit kaldig1 dgrenciler tarafindan gézlemlenir ve bu degerin hangi say:

oldugu sorulur? 2nr =21

Uciincii siitundaki degerleri bir dizinin terimleri olarak yazacak olursak (27, 27, 27, ...) dizinin tiim terim-
lerinin ayni1 oldugu goriiliir ve bu diziler 6zel olarak adlandirilir.

T

(a,) bir dizi ve a € R olsun. Eger her i € N i¢in a, = a ise 0 zaman (a ) ye bir sabit dizi denir.

Ornek:
. 53:1[—+1i olan dizi bir sabit dizi ise k degeri nedir?
Coézum:
5 <n+ %) 1 k
a,= <—k> olarak yazildiginda n’li ifadelerin birbirini sadelestirmesi gerekir. Bu nedenle n + < =n
2(n-—
3

esitliginden k = - % bulunur.

Sabit dizi ile ilgili uygulamalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4)
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Dizilerin Esitligi
(a)=(-1"ile ()= {

-1 ntekise

.. . seklinde genel terimleri verilen dizilerin ilk 10 terimini yaziniz (n € N*).
1 niftise

ay, = {_1)1)_1)1>_1)1)_1)1)'1,1}

b, ={11,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1}

WA

(a,) ve (b,) birer dizi olmak iizere her i € N i¢in a,= b, oluyorsa (a,) ve (b,) dizileri birbirine esittir.

a, ve b dizilerinin ilk 10 terimi esit olarak bulunmugstur. Genel terimlerine dikkat edilecek olursa V i € N*

i¢in a, = b, oldugu goriiliir. Bu nedenle a_ve b, dizileri birbirine esittir.

Dizilerde Dért islem

Dizilerin genel terimleri izerinde dort islem yapilabilir ve bdylece yeni diziler elde edilebilir.

Genel terimleria =2"ve b =n’-n+ 1 seklinde verilen diziler i¢in (c ) = (a,) + (b,) dizisinin genel terimini

ve ilk bes terimini su sekilde belirleyebiliriz.
c,=2"+n-n+1

{3,7,15,29}

Ornek:

Genel terimleria = n’-2n-3ve b =n + 1 seklinde olan diziler ile ilgili agagidaki islemleri yaparak yeni
diziler olusturun ve bu dizilerin ilk bes terimlerini yazin.

a.(c)=(a)-(b)

b.(d)=(a).(b)
(a,
C. (en) = @
cozum:

a.(c)=(a)-(b)=n"-2n-3-n-1=n*-3n-4
{-6,-6,-4,0,6} dizinin ilk bes terimidir.

b.(d)=(a).(b)=(n-2n-3).(n+1)=n’-n*-5n-3
{-8,-9,0,25,72} dizinin ilk bes terimidir.

(an)_ n2—2n—3_(n—3)(n+1)_

c'(e"):(bn)_ n+l n+l n-3

{-2,-1,0,1,2} dizinin ilk bes terimidir.
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Ornek:

_ 3 >
(a)= {Zn L n=22 ve (b)= {n t2 n20 dizileri icin (c ) = (a ) - (b ) dizisini bulalim.
" n*-3, n<2 4, n<o0 " ! "

ozum:
¢ n*-3-4, n<0

(c)=(a)-(b)={n*-3-n*-2, 0<n<2
2n-1-n*-2, 2<n
n*-7, n<0
= -n*+n*-5 0<n<2
-w+2n-3, 2<n

Dizilerde islemler ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 5, 6).

EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorular1
o 1,2,48,15,31,... seklinde verilen dizinin genel terimi farklar dizisi yardimiyla bulunabilir.
o Kismi toplamlar dizisi hakkinda ¢aligmalar yapilabilir.

o Archimedes’in dizi kavramu ile ilgili ¢aligmalari arastirilabilir.

KAYNAKLAR

Argiin, Z., Arikan, A., Bulut, S., & Halicioglu, S. (2014). Temel Matematik Kavramlarin Kiinyesi. Ankara: Gazi
Kitabevi.

Nesin, A. (2014). Analiz 1. Nesin Matematik Koyt

Yesildere, S. & Akkog, H. (2011). Matematik 6gretmen adaylarinin sekil ériintiilerini genelleme siireci. Pa-
mukkale Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, 30, 141-153.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceli Puanlama Anahtar1 Ol¢egi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okuta-

rak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

n+n+1, n<0
- {et=lat+{b} ={n+(n+12 0<n<3
nl+n*-1, 3<n
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Etkinlik Formu

L,l,% ... dizisinin genel terimini bulunuz.

2°3

. 3,8,15,24... dizisinin genel terimini bulunuz.

. 8 kibrit ¢opiiyle yandaki gibi iki basamakli bir merdiven yapabiliyorum.

11 kibrit ¢opiiyle yandaki gibi ti¢ basamakli bir merdiven yapabiliyorum.

Buna gore 100 basamakli merdiven yapmak i¢in kag tane kibrit ¢opiine ihtiyacim var?
. Genel terimia = (k-2).n*+ (m-3).n+m.kolan dizi sabit dizi olduguna gére D= °
. (a,) = {n sayisina kadar (n dahil) asal sayilarin toplami} ve

(b,) = {n sayisina kadar (n dahil) olan karesel sayilarin toplami} olmak {izere

(c,) =(a,) - (b) dizisi igin ¢, + c, degerini hesaplayin.

(@) {n!, n>0 ) {nz'la nz3 ilerd ici dizisini olust
(a _ =(a)+ (b ni olusturun.
) T o Ve b, (n+ 12, B dizileri i¢in (c )= (a,) + (b,) dizisini olustur
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : OZEL DIZILER

MODUL/KONU : Analiz/Diziler

KAZANIMLAR : 1. Ozel dizilerle islem yapar.
2. Genellestirilmis toplama ve ¢arpma sembollerini kullana-
rak islem yapar.
3. Aritmetik ve geometrik diziler ile modellenebilecek prob-
lemler kurar ve ¢cozer.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Ozel diziler olarak aritmetik, geometrik, 6z yinelemeli (RekUrsif) ve yinelemeli (itera-
tif) dizilerle islem yapmasi istenmektedir. Bu diziler ile gunlUuk yasam durumlarinda-
ki cokluklar arasi iliskileri modellemeleri beklenmektedir. Genellestirilmis toplama
ve carpma sembollerine neden ihtiyac duyduklarini kesfetmeleri ve bu semboller
ile druntuleri eslestirme calismalari yapmalari hedeflenmektedir. Aritmetik ve ge-
ometrik diziler ile modellenebilecek problemler kurmasi ve ¢cézmesi amaclanmak-
tadir.

Baslarken... = (Crr=e ===

Misirhilar ve Siimerler hesap yapabil-

meyi daha pratik hale getirmek igin say1 100 somun ekmek 5 kisi arasinda @y

dizilerini gelistirmiglerdir. Aritmetik ve - Oyle paylasilacak ki berkesin alacagt ek- =
geometrik diziler binalarin insasinda, sa- l mek sayist arasindaki fark esit olacak
natsal yapilarda, finansal matematikte, _ ve en fazla ekmek alan 3 kisinin paymna -
niifus artig1 ve azalisinda karsimiza ¢ik- diisen copl Rl sayisinm y lidel

maktadir. MO 1550 yillarina ait oldugu
rivayet edilen Ahmes papiriisiinde 100

_ biri en az sayida ekmek alan 2 kisinin
v paymna dasen ekmek sayisina esic ol-

somun ekmegin 5 kisi arasinda nasil pay-

lagilacag ile ilgili bir problem yer aliyor-

du. w
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Aritmetik Dizi

Ahmes papiriisiinde yer alan problemi ¢6zmeye ¢aligalim.

En az sayida ekmek alan kisinin aldig1 ekmek sayis1 n ve aradaki fark da x olmak tizere, 5 kisinin aldig1 ek-
mek sayisini kiigtikten bitylige dogru yazacak olursak;

n,n+x n+2x,n+ 3x, n+ 4x olur.
Ekmek sayilarinin toplami 100 olacagindan 5#n + 10x = 100 esitligi vardir.

Soruda verilen diger kosulu da yazacak olursak;

(n+2x)+ (n+3x) + (n + 4x)

= =(n)+(n+x)

3n+9x=14n+ 7x = 11n - 2x = 0 esitligi elde edilir.
Simdi bu iki denklemi birlikte ¢6zelim.
5n + 10x =100

11n-2x=0

5 55
Bu denklemlerin ¢6ziimiinden n = i degerleri bulunur. Problemin ¢6ziimiinden anlagilacag tize-

re ekmeklerin pargalanarak dagitilacag: goriilmektedir.

— AN

(a,) bir dizi ve d bir gergek say1 olsun. Eger her n € N* i¢in a

(e~ @, = dise (a,)’ye bir aritmetik dizi

denir ve d ifadesine ortak fark ad verilir.

Ornek:
Asagidaki sekillerde fayanslar belirli bir kurala gore yerlestirilmistir.

1. Sekil 2. Sekil 3. Sekil 4. Sekil

Yukaridaki oriintiiye gore 10. sekildeki fayans sayisi kag olabilir?

n. sekildeki fayans sayis1 kag olabilir?
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Coézium:

Sekillerdeki fayans sayilar1 1-4-7-10- ... seklindedir. Sayilar arasindaki fark esit oldugu i¢in bu dizi bir arit-
metik dizi olabilir. Dizinin iki terimi arasindaki fark 3 oldugu i¢in dizinin terimleri su sekilde yazilabilir:

a1=1
a2=1+3.1
a3=1+3.2

a,=1+3.9=28

a=1+3.(n-1)=3n-2

Ornek:

Asagida verilen dizilerin aritmetik dizi olup olmadiklarini belirleyelim.
a.(a)=(-2n+4)

b. (b)) = (n*- 3)

Coézum:

a.a=-2n+4>a 2n+1)+4=-2n+2

1)

Ay~ 4, = (-2n+2) - (-2n +4) = -2 € R oldugundan (a,) aritmetik dizidir.

b.b =n*-3=0b, =(n+1)*-3=n*+2n-2olur

(n+1)

Buna gore V n € N* i¢in

b, -b=m+2n-2)-(n*-3)=n+2n-2-n"+3=2n+1bulunur. (21 + 1) say1sy, sabit bir gercek say1

(n+1)

olmayip (b, ) aritmetik dizi degildir.

Aritmetik diziler ile ilgili uygulamalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1, 2)

Geometrik Dizi
Asagidaki sekilde bir kenar1 12br olan bir eskenar tiggen vardir.
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Bu eskenar tiggen her adimda kenar uzunluklar: ortalanarak ikiye boliinmekte ve alt tarafi atilmaktadir.

/\/\A

1. Sekil 2. Sekil 3. Sekil

Buna gore bir tablo olusturalim ve 8. sekle kadar eskenar tiggenlerin kenar sayilarini bulalim.

1. Sekil 12
2. Sekil 6
3. Sekil 3
4. Sekil 3/2
5. Sekil 3/4
6. Sekil 3/8
7. Sekil 3/16
8. Sekil 3/32

Tablodaki sayilar incelendiginde ardisik iki terim arasinda bir oran oldugunu fark edebilirsiniz.

— TAQ00

(a,) bir dizi ve r sifirdan farkli bir gergek say1 olsun. V r € R - {0} ve V n € N* i¢in

a, =r.a, iseozaman (a )ye bir geometrik dizi denir.

n+

Ornek:

Yukaridaki dizideki 40. sekilde eskenar tiggenin kenar uzunlugu kag br olur?

cozum:

cac1o (1) g1y (1Y G
al—12,a2—12.(7),(13—12.<7>,...,an—12.<7>

oldugui¢ina, =12. (%)39 olur.
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Sayi Yerlestirme Etkinligi

w Yandaki sekilde dyle sayilar yerlestirin ki soldan saga dogru aritmetik,
yukaridan agagiya dogru ise geometrik bir dizi olustursun. Mavi renkli

hiicre aritmetik dizinin 1. terimi, kirmizi renkli hiicre ise geometrik di-

. zinin 7. terimi olacaktir.

Olusturulacak aritmetik dizi (a,), geometrik dizi ise (b ) olsun. a, = b,

olmasi gerektigine dikkat ediniz.

Ornek bir durum igin a, = 5, b, = 640 i¢in tablonun nasil yerlestirile-

cegini 6grencilere sorabiliriz.

. Bu durumda(a ) = {5,8,11,14,17,20,23} ve

(b,) = {10,20,40,80,160,320,640} olacaktr.

Geometrik dizi ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 4).

Ozyinelemeli Diziler

Bir 0-1 dizisi 0 ve I'lerden olusan bir dizidir. 0-1 dizileri bilgisayar dilindeki binary kodlarda kullanildig:
i¢in, bir olayin olup olmama gibi giinliik hayat durumlarinin modellenmesinde kullanilabilir. Dizideki 0-1’le-
rin sayisi dizinin uzunlugunu belirtir. Asagidaki tabloda n uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 00’in yan yana gel-
medigi durumlarin bulunulmasi istenmektedir.

1 0,1 2
2 01,10,1 3
3 010,011,101,110,111 5
4 0101,0110,0111,1010,1011,1101,1110,1111 8
n a _+ta

n-1 n-2

Bu bagintinin ispat1 6grencilere verilebilir.

n uzunlugunda bir dizinin son rakami 0 ya da 1'dir. Eger bu dizinin son terimi 1 ise ve bu 1’i silersek i¢inde
00 bulundurmayan n-1 uzunlugunda bir dizi elde ederiz. Eger bu dizinin son terimi 0 ise sondan bir dnceki
terim kesinlikle 1 olmalidir yani bu dizi 10 ile bitmelidir. Bu diziden son 2 terimi silersek iginde 00 bulundur-
mayan n-2 uzunlugunda bir dizi elde ederiz.
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Budurumdaa =a_  +a , bagintisina ulagiriz.
n n-1 n-2

Yukaridaki dizinin genel terimi Fibonacci dizinin genel terimi ile aynidir ve bu sekilde ifade edilen dizilere
ozyinelemeli diziler denir.

Fibonacci dizisinin 6zyinelemeli dizi olmasini kullanarak metin tabanl yazilim programu ile n. terimi
bulan bir program yaziniz ve 10. terimini bulunuz.

def fibonacci(n):
if n<=2:
return 1
else:
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
print(fibonacci(10))
Program ciktis

55

TG00

A ve B reel sayilar olmak tizerea, = A . a_, + B. a_, formundaki dizilere 6zyinelemeli (Rekiirsif) di-
ziler denir. A € Rig¢ina =A"a  =A"',a  =A"’olup

a =A.a  +B.a  formundakidiziA"=A.A"" + B. A" yazlabilir. Buradan denklem A"*ye béliine-
rek A% - AA - B = 0 ikinci dereceden denklemi elde edilir. Bu denkleme

a,=A.a _ +B.a_ yineleme dizisinin karakteristik denklemi denir.
i. A*-AX-B=0denkleminin A ve A, gibi iki reel kokii varsa,
a,=c,A'+c, A} olur.
ii. A*-AX-B=0denkleminin A, = A, gibi ¢akigik kokii varsa,

— n n
a =c, ?\1 +c, n)\z olur.

329




MATEMATIK

Ornek:

a,=3,a,=10olmak iizere a = 3a_, -2a , esitligini saglayan (a,) dizisinin genel terimini bulunuz.

Coézium:

a,=3a,  -2a , dizisinin karakteristik denklemi A* - 31 + 2 = 0 oldugundan kokler A = 1,A, = 2 olur. a =
c,. 1"+c,.2"yazilir.

a1=c1+2.c2=3
a2=c1+4.c2=10

Bu iki denklemden ¢ = -4, ¢, = % bulunur.

Ozyinelemeli diziler ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 6, 7).

Yinelemeli Diziler

e pe Asagidaki tabloda n uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 001’1n yan yana
Etkinlik Form r
< S SO gelmedigi durumlarin bulunulmasi istenmektedir.

1 01 2

2 00,01,10,11 4

3 000,010,011,100,101,110,1M 7

4 0000,0100,0101,0110,0111,1000,1010,1011 1100, 1
1101,1110,1111

n a,ta,+1

Bu bagintinin ispat1 6grencilere verilebilir.
n uzunlugundaki bir dizi 0 ya da 1 ile baglar.
1 ile baglarsa; a_,

0 ile baslarsa O'dan sonra 01 gelemeyeceginden bu diziye b_ diyelim.
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Boylecea =a , +b , olur.
0l....... seklindeki diziye a_, diyelim,
00000... seklindeki dizi de 1 tane oldugu ig¢inb  =a ,+ 1 olur.

Budurumda a =a +a .+ 1dir.
n n-1 n-2

A0

A, B reel sayilar ve T(n) sifirdan farkl bir fonksiyon olmak tizere

a =A.a _ +B.a_ + T(n) formundaki dizilere yinelemeli (iteratif) diziler denir.

TA000

Her terimi kendisinden 6nceki bir veya birkag terim ve ne bagl ifadeler ile tanimlanabilen dizilere in-

dirgemeli diziler denir. Ozyinelemeli ve yinelemeli diziler ayni zamanda indirgemeli dizilerdir.

Ornek:

a,=2vea =3a_ indirgeme bagintisi ile verilen (a ) dizisinin genel terimini ve 15. terimini bulalim.

Coézum:

a =2vea =3a  ise
1 n n-1

a,= 3a1
a,= 3a2
a,= 3a3
a =3a
n n-1

Yukaridaki esitlikler taraf tarafa ¢arpilirsa

a =3.3.3...3.a,=a,.3""=2.3""dizinin genel terimi elde edilir.

n

Bu dizinin 15. terimi ise a,=2. 3151 =2 31 =9565938 olarak bulunur.

Bu diziyi yinelemeli bir dizi olma 6zelligini kullanarak metin tabanli yazilim programu ile olusturarak 15.
terimini bulalim.
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def dizi(n):
ifn==1
return 2
else:

return 3 * dizi(n-1)

print(dizi(15))

Program ciktisi

9565938

Ornek:

Bir (a ) dizisia, = 1,a,=5vehern >2igina
kactir? (UMO 2008)

-2a, +a_, =7 seklinde tanimlanmaktadir. Buna gére a ,

1 1

Coézium:

a., -2a +a =7 denkleminde n yerine n+1 yazarsak a _, - 2a _, + a =7 denklemi elde edilir. Bu iki

denklemi taraf tarafa ¢ikarirsak a - 3a  +3a -a _, =0 denklemi elde edilir ve bu denklemin karakteristik

denklemi 7* - 3% + 3r - 1 = 0 seklindedir.

1

(r-1)’ =0 olup r, = r, = r, = 1dir. Bu nedenle dizinin genel terimi

A"+ Bn(1)"+ Cn?(1)"=A + Bn + Cn?
seklinde elde edilir.
a. . -2a +a  =7denkleminden=2i¢ina,-2.5+1=7= a,=16bulunur.

A, B ve C sayilarini bulmak i¢in a = A+ Bn + Cn’ ifadesinde sirasiyla n = 1, 2, 3 degerleri verilir.

A+B+C=1 B+3C=4 2C0=7
A+2B+4C=5 B+5C=11 C=%,B=-§,A=4

A+3B+9C=16

13n , 7n°

a =4- > Tt genel terimi elde edilir.
_4_221 2023 _
a,=4- St 905 bulunur.
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Yinelemeli diziler ile ilgili uygulamalara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 9)

Genellestirilmis Toplama ve Carpma Sembolleri
1+4+7+10+ ... +301 ile verilen toplama islemini ifadenin igerisinde yer alan sayilarin kuralindan yararla-
narak daha kisa bir sekilde gostermeye ¢aligalim.

Bunun i¢in dncelikle yukaridaki oriintiiniin genel terimini bulmaya ¢aligalim. Bu 6riintii aritmetik bir dizi
olduguigina =1+ 3. (n-1) = 3n - 2 olarak yazilabilir. §imdi toplama iglemlerini yazmak igin genellestirilmis

toplam semboliini kullanalim.
101

(3.1-2)+(3.2-2)++(3.101-2)= % 3n-2

—TARIC

a1+a2+~-+an=k§=:1ak

seklinde gosterilen sembole toplam sembolii denir. Burada k degisken (indis), 1 alt sinir, n ise iist s1-

nirdir.
Ornek:
1 A L) (L) 4 (<21 seklind ilen islemi k ?
) 6 12 20 240 sexklimade verilen iglemin sonucu aqtlr.
Coézum:
DS NP BN N B S
1.2 23 34 45 1516 (& (k-1).(k-2)
TG At B Ak-2)+Bk-1)=-12A4=1,B="1
bulunur.

17 _1 _17 1 1
S et s et )

1
—

+
Bl vl o)
ST

+
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Bu ifadeyi metin tabanli yazilim programu ile olusturarak toplamini bulalim.

a=0

for k in range(3,18):

ak=-1/((k-1)*(k-2))
a+=ak

print(a)

Program ¢iktisi

-0.9374999999999999

Toplam semboldi ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 10).

200

1.2.3...20 islemini 20! olarak kisa bir sekilde yazabiliyoruz. 12.13...20 islemini de I

seklinde gostermeyi
biliyoruz. Peki 3.5.7.9...23 islemini daha kisa nasil gosterebiliriz.

241 24)
2.4.6..24 21212

bir yontem olarak diisiiniilebilir. Ancak islemde yer alan sayilar bir 6riintii olusturdugu

i¢in bu oriintiiyii kullanarak ayni toplama isleminden yola ¢ikarak toplam sembolii kullandigimiz gibi ¢carpma
isleminden yola ¢ikarak carpma semboliinii kullanabiliriz. Oriintiiniin genel terimi 2n+1 seklinde oldugundan

11
35.79..23= l:[ 2n+1)

seklinde gosterilebilir.

AN M

n
“1'“2--'--“n:,£[1“k

seklinde gosterilen sembole ¢arpim sembolii denir. Burada k degisken (indis), 1 alt sinir, n ise st s1-
nirdir.

Ornek:

Asagidaki carpim sembolii ile verilen islemin sonucunu bulunuz.
20 1
1+~
i)
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Cozum
20 1 0k+1 2 3 4 21
l+-|=[[—=2.2.2 £ =21
1!1( k> k=1 k 1 2 3 20

olarak bulunur.

Aritmetik ve Geometrik Dizi ile Modellenebilen Problemler

Basketbol topunun yeterince iyi sigsmis oldugunu nasil
anlariz?

Standartlara uygun olarak sisirilmis bir basketbol topu
180 cm yiikseklikten birakildiginda 130 cm yiikselmekte-
dir. Bu birakilan yiikseklige gore ziplama oraninin sabit
oldugunu kabul edersek iyi sisirilmis bir basketbol topunu
200 cm’den yere dogru birakirsak 5. yere vurusundan son-
ra ka¢ cm ytikselir? 5. yere vurusuna kadar dikey olarak

kag¢ cm yol alir?

Iyi sisirilmis basketbol topu her yere vurusunda birakildig: yiiksekligin 13/18’i kadar yiikseliyor. 200 cm

2
%, 2. yere vurusunda 200 . <—> , ..., . yere vurusunda

yiikseklikten birakildiginda 1. yere vurusunda 200 . 15

n 5
ise 200 . (%) cm yiikselir. Bu nedenle basketbol topu 5. yere vurusunda 200 . (%) = 39,3 cm yiikselir.

'
' S '
' R '
' R ' .
' B ' kY
. ' *
. [y
[y

Yukaridaki sekilde basketbol topunun 5. yere vurusuna kadar dikey olarak aldig: yollar verilmistir.

w

13 1
200+200'<W>'2+200'<1

_ 13 13 Y 13V 13\
_<200+2OO'<W> +2OO'<W> +200'<W> +200‘<ﬁ>>
+ 200.<—13)+200.<1 >2+200.<—13>3+200.<_13)4

18 1 18 18
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T AN I/M

Birinci terimi a, ve ortak ¢arpani r olan (r#1) bir (a ) geometrik dizisinin ilk n teriminin toplami

S=al.ﬂolur.
" 1-r

Yukaridaki islemde 2 tane geometrik dizi varmis gibi diisiiniirsek birinci dizinin ilk terimi 200, ortak car-

pani %, ikinci dizinin ilk terimi 200 . %, ortak ¢arpani ise yine % dir.

1_(&5 1_(&)‘*
200. 18/ 4 200. 13  "\18) —957,05cm
113 €]
18 18

Ornek:

Ev almak i¢in bankaya kredi ¢ekmeye giden
Ali 150.000 TLye ihtiyac1 oldugunu belirtir. Ban-
ka calisani su an i¢in uygun bir kampanya oldu-
gunu ve ilk ay 2000 TL olmak {izere aylik 6de-
melerin her ay 50 TL artacak sekilde 60 ayda
Odeyebilecegini soylemistir. Ali 60 ay sonunda

cektigi 150.000 TL ev kredisi i¢in bankaya toplam
kag TL 6deme yapacaktir?

Coézum:

Ali'nin aylik 6demeleri a, = 2000, a, = 2050, ..., a, = 2000 + (n - 1) . 50 seklinde aritmetik bir dizi seklin-
dedir. a, = 2000 + 59 . 50 = 4950'dir.
a +a

- _ 4950 + 2000 _
a+a,+a,++a,=—5—.60= =+ 60=208.500

A

Birinci terimi a, olan (a ) aritmetik dizisinin ilk n teriminin toplam1§ =n. olur.

(an + “1)
2

Aritmetik ve geometri dizi ile modellenebilen problemlere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 11,
12)
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EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

« Diziler kullanilarak say1 yerlestirme oyunlar1 gelistiriniz.

« Fibonacci dizisinin genel terimini bulunuz.

o Lucas dizilerini arastiriniz.

« Fibonacci sayilarinin genellestirilmesi tizerine yapilan ¢aligmalar: arastiriniz.

« Birinci terimi ve ortak ¢arpani r olan bir geometrik dizisinin ilk n teriminin toplaminin oldugunu
gosteriniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

44

. 51

. Etkinlik i¢erisinde verilmistir.

. 3/512 br.

. Etkinlik i¢erisinde verilmistir.

. a =d
n n-

+a +a
1 n- n-

2 3

. Etkinlik igerisinde verilmistir.

. a=a +a, +1

1.

. -531/380

201

12. 16
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Etkinlik Formu

1. 5ile 95 sayilar1 arasina bu sayilar ile birlikte aritmetik dizi olusturacak 29 say1 ekleniyor. Buna gore
bu dizinin 14.terimi kagtir?

Y SHEES

1. Sekil 2. Sekil 3. Sekil

Yukaridaki 6riintiiye gore 25. sekildeki dairelerin sayisini bulunuz.

Yandaki sekilde 6yle sayilar yerlestirin ki sagdan sola dogru aritmetik, yu-
. | | | | karidan agagiya dogru ise geometrik bir dizi olugtursun. Mavi renkli hiicre

aritmetik dizinin 1. terimi, kirmizi renkli hiicre ise geometrik dizinin 7.
terimi olacaktir.

. Asagidaki sekilde bir eskenar tiggen her adimda kenarlarinin orta noktasi birlestirilerek yeni eske-
nar iiggenler elde edilmektedir. Buna gore 10. sekildeki en kii¢iik eskenar ti¢genin ¢evresi kag br

AV

. n birim uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 00'1n yan yana gelmedigi durumlarin sayisin1 veren bir bagint:

olur?

bulunuz.

339




MATEMATIK

6. n birim uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 000’1n yan yana gelmedigi durumlarin sayisini veren bir
bagint1 bulunuz.
2,a,=-1olmak lizere a = 5a__ - 4a_, esitligini saglayan (a ) dizisinin genel terimini bulunuz.
. 1 birim uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 001'in yan yana gelmedigi durumlarin sayisin1 veren bir
bagint1 bulunuz.

00T'in Yan Yana Gelmedigi 00’in Yan Yana Gelmedigi

Dizinin Uzunlugu S Durum Sayisi

1

2
3
4
5

. n birim uzunlugundaki 0-1 dizilerinde 011’in yan yana gelmedigi durumlarin sayisin1 veren bir
baginti bulunuz.

. Satrang ile ilgili meshur hikayeyi biliyorsunuzdur. Ri-
vayete gore satranci bulan kisiyi 6diillendirmek isteyen
kral, adama ne istedigini sorunca soyle bir cevap almis-
tur: “Satrang tahtasinin ilk karesine 1 bugday tanesi ko-
nulduktan sonra her kareye bir dnceki kareye konula-
nin 2 kat1 kadar bugday tanesi konulsun. Bu sekilde 64
kareye konulacak kadar bugday tanesi istiyorum.” Sizce
bu adam ne kadar bugday tanesi istemektedir?

. Kendisini 10 km kosu yarisina hazirlayan bir sporcu giin asir1 kosma antrenmanlar1 yapmaktadir.
[lk giin 7 km kosan yarismast her antrenmanda kosu mesafesini 200 metre arttirmaktadir. Bu yaris-
maci kaginci antrenmanda 10 km kosar?

Y ,
i ey i
< N \«" . (,'1“\’\”

- -
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : TRIGONOMETRI
MODUL/KONU : Analiz/Trigonometri
KAZANIMLAR : 1. YOnIU aclyr aciklayarak aci 6l¢u birimlerini inceler.

2. Trigonometrik fonksiyonlari birim ¢cember yardimiyla
olusturur.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Yonlu agi ve derecenin alt birimleri tanitildiktan sonra dik u¢cgen Uzerinde trigono-
metrik oranlar verilip bu trigonometrik oranlarin birim ¢ember yardimiyla trigono-

metrik fonksiyonlara dénusturdlmesi amaclanmaktadir. Etkinlikte, birim ¢cember

Uzerinde trigonometrik fonksiyonlar tanimlanirken sinus, kosinus, tanjant ve ko-
tanjant fonksiyonlarinin tanim ve deger kimelerinin belirlenmesi ve trigonometrik
fonksiyonlar arasindaki temel 6zdesliklerin incelenmesi hedeflenmistir.

Baslarken...

Johannes Kepler, yoriingelerin elips seklinde oldugunu kesfetme-
den once, gezegenlerin hareketleriyle ilgili yapilan ¢aligmalarin te-
melini Ptolemaiousun (Batlamyus) ¢alismalar1 olusturuyordu. Pto-
lemaious'un modelinde kiigiik gember merkezinin biiyiik ¢emberin w
istiinde dondiigiinii gostermistir. Dis gember semast ile dairesel ha-
reketleri birlestiren Ptolemaious'un modelinde P noktas1 D noktasi

etrafinda hareket ederken, D noktas1 da C noktas: etrafinda diizgiin
hareket ediyor. Zamanin gok bilimcileri P noktasinin hareketini ince-

lediklerinde (P noktasinin C noktasina olan uzaklig1) asagidaki gibi /‘\/
bir grafik elde etmislerdir. /\/\

Sizce bu hangi fonksiyonun grafigi olabilir ve bu fonksiyonun de-

gerleri nasil hesaplanabilir?
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Trigonometrik Oranlar

Resimdeki binalarin yiikseklikleri ile ilgili bir problem tize-
rinde ¢alisan bir mithendis ¢6ztime ulagmak i¢in asagidaki ¢izimi
yapmuistir ve ¢izdigi dogru pargasinin zemin ile yaptig1 agry1 40°
olarak hesaplamistir.

Bu ¢izim, gergek diinyada yer aldig1 i¢in miihendis sekildeki agac¢tan uzunlugunu belirlemek istedigi sol-
daki binanin uzunlugunu telefonundaki navigasyon uygulamasu ile yiiriiyerek hesaplamistir. Bu bilgileri kul-
lanarak miihendis sol taraftaki binanin yiiksekligini nasil hesaplayabilir?

Miihendisin bu binanin yiiksekligini hesaplayabilmesi i¢in trigonometrik oranlari kullanmas: gerekir. Tri-
gonometrik oranlar bir dik tiggenin kenar uzunluklari arasindaki oranlardir.

m\
[ [
I |

720 m
sino = _<arst dik kenar sinx = siny = 2
hipoteniis

COSX = b cosy =2
komsu dik kenar =0y =1

cosa = o
IPOtenus tanx = %, tany — g

karsi dik kenar
tana = —— x h B ﬂ
komsu dik kenar cotx = 2 coty = b

Acilarina gore 6zel G¢genlerin (30°-60°-90° ve 45°-45°-90°) kenar uzunluklar oranlan bilin-

digi icin bu acilarin trigonometrik oranlan belirlemeye yonelik ¢alismalar yapilabilir (Etkinlik
Formu 1).
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Binanin yiiksekligini 6l¢gme probleminde miithendisin 40 derecelik bir aginin trigonometrik oranlarini bil-
mesi gerekiyor. Bunun i¢in hesap makinesinden ya da trigonometri cetvelinden yararlanilir.

Sinus Kosinus Tanjant
39 0.62932 0.777146 0.809784
40 0.642788 0.766044 0.8391
41 0.656059 0.75471 0.869287

Yukaridaki sekilde trigonometri cetvelinden bir boliim yer almaktadir. Artik mithendis bu tablodan yarar-
lanarak binanin uzunlugunu bulabilir.

binanin yiiksekligi
720 m

tan40° = = binanin ytiksekligi = (720 ) - (0,8391) = 604,152 m

Etkinlik Formunda yer alan benzer problemler ¢6zilir (Etkinlik Formu 2, 3).

Yénlu Acilar

Dinamik matematik yaziliminda a¢1 6l¢gme ya ii¢ nokta ya da iki dogru segilerek gerceklesir.

Asagidaki sekildeki verilen A, B ve C noktalar1 ile
ac1 Olgerken eger C, A, B noktalari sirasiyla segilirse
(ya da sirasiyla g ve f 1is1nlari segilirse) CAB agis1 45°

degerini alir. Eger B, A, C noktalar1 sirasiyla segilirse
BAC agis1 360° — 45° = 315° degerini alir.

Ug nokta veya 2 dogru seginiz.

| J@)
' 1@

a=315°

Dinamik matematik yaziliminda ag1 6l¢iimii yapilirken aginin kollarindan birisi baslangig, digeri bitis ola-
rak belirlenmektedir. Bu agilar yonlii agilardir.
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— AR

Kollarindan birisi baslangig, digeri bitis olarak belirlenmis olan agiya yonlii a¢1 denir.

Aginin kosesi etrafinda baslangi¢ noktasindan bitim kenarina iki tiirlii gidilebilir. Saatin dénme yoniiniin
tersi pozitif yon, saatin donme yonii ise negatif yondiir.

Negatif yon

Pozitif yon

Yonli agilarin baslangic kenan, bitim kenar ve yond ile ilgili etkinlikler yaptinlabilir (Etkinlik
Formu 4).

Aci Olgti Birimleri
Bir gemberin 1/360'1n1 goren merkez agiya 1 derece denir. Bir gemberde yarigap uzunlugundaki yay1 géren
merkez aginin 6l¢iisiine 1 radyan denir. Bir ¢gemberin olgiisti 360° veya 21 radyan oldugundan 3607 2—%{

iliskisi vardir.
Ornek:
Asagida birbirinden farkl 6l¢iiler ile verilmis agilar1 birbirine dontistiiriin.

a. Olgiisit 120° olan ag1 kag radyandir?

b. Olgiisii ST radyan olan a¢1 kag derecedir?

4
Coézum:
a. 3?00 = % esitliginde D = 120° yazilirsa ;égz = % SR 2775 radyan bulunur.
3n
b- 32)0 = % e$lt11glnde R =%Tn yalelrsa 32)0 — 247.5 = D _ 1350
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Ac1 6lci birimlerinin birbirine donistirildigi uygulamalar yapilabilir (Etkinlik Formu 5).

Derecenin Alt Birimleri

KKN

ED

~o
~
~
~
~
~
~
-~
-3
~.

YD Yoriinge diizlemi

Ekvator diizlemi

GKN

Diinyanin elips seklindeki yoriingesinden ge-
cen diizleme yoriinge (eliptik) diizlem, Ekvatordan
gecen diizleme ise Ekvator diizlemi denir. Bu iki
diizlem 21 Mart ve 23 Eyliil tarihleri harig birbiriy-
le cakismaz. Ciinkii yer ekseni yoriinge diizlemine
tam dik degildir. Baska bir ifadeyle yer ekseni ile
yoriinge diizlemi arasinda 66° 33" lik bir a¢1 vardur.

Yandaki sekilde Ekvator diizlemi ile Yoriinge
diizlemi arasindaki agida yazan 23° 27" a¢1 degerin-
de 27" ifadesinin 27 dakika oldugu belirtilir. Bir de-
recenin 60 dakika, 1 dakikanin da 60 saniye oldugu
ifade edilir (1°=60"=3600").

Derece dakika ve saniye ile ilgili uygulamalar yaptirlabilir (Etkinlik Formu 6). I

Trigonometrik Fonksiyonlar

Dinamik matematik yaziliminda birim ¢ember c¢izilerek birim ¢ember iizerinde olusturulan dik iiggende

sinlis ve kosiniis tanimlanir.

Gl

N EE e
° w (O Saysal

Siirgi s

Cember menusundeki
araclar kullanilarak birim
1. | ¢cember cizilir ve surgu
araci ile surgu olusturu-

lur.
a=2

@ Merkez ve Nokia ile Cember

@ Cember: Merkez & Yancap

- Sirgl

® Agl |u
() Tamsay

[] Rastgele

Arallk Sirgii Canlandirma

Mm:|0“ | Maks: ‘360" ‘ Artig: |1'
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2. | “Verilen olgude agl”
aracit ile birim cember

Uzerinde aci1 olusturu- i i i i
lur. ﬂs\umq; ook

M inan Karakterta] 1Y
B, baslangic noktasi;| N\ || 0 o CETI A e
A ise kdse noktasi ola- \ slelsP i |
rak secildikten sonra ot s
acllan  pencereden \ O sestaoninge
acinin degeri surgu- \ /
nan adi olan a olarak — Sasssssssssssmansnsssaza
belirlenir.

[l

dan x eksenine dik bir . .
dogru cizilir. Dik Dogru .
Mokta ve dik dodruyu seciniz

3. |“Dik Dogru” araci ile
B' noktasl ve x ekseni I>l @l @l .AJ /'1 /i" I>.i
secilerek B' noktasin- . . . : i :
A

Mokta

Daha sonra “Kesistir”
araci ile dik dogru ile
x ekseninin kesisim
noktasi (D) belirlenir.
Daha sonra “Cokgen”
arac! ile koseleri A,D

Mesne Uzerinde Mokta

Moktay Badla / Ayr

ve B’ noktalari olan B Kesistir
dik Ucgen olusturulur. 1
B'C| |AC]|
sinQL = , COSOL = S
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Burada birim ¢ember tizerinde olusturulan dik tiggenin dik kenarlar1 (|B'C|=|sina|, |AC|=|cosa|) a agis1-
nin trigonometrik oranlar1 oldugu i¢in birim ¢ember {izerindeki B' noktasinin koordinatlar: o« agisinin trigo-
nometrik oranlari olarak ifade edilir; B'(cosa, sina).

AB'C dik iiggeninde Pisagor bagintisi kurularak cos’a + sin’a = 1 6zdesligi elde edilir. Ayrica bu 6zdeslik
birim ¢emberin denkleminden de (x*+ y*= 1) elde edilebilir. B' noktas1 birim ¢ember iizerinde oldugu i¢in B'
noktasinin koordinatlar: (cosa, sina) x*+ y*= 1 denklemini saglar.

cos?a + sin?a = 1 6zdesligi ile ilgili uygulamalar yaptinlabilir (Etkinlik Formu 7).

Radyanin dogrudan ger¢ek say1 karsilig1 vardir. A¢1 6l¢ti birimlerinden radyanin derecenin gergek say1 kar-
siligina ise radyana doniistiirerek ulagilir. Bu nedenle agilarin gergek say1 karsiliklarina ulasmak i¢in radyanin
kullanilmas: daha kullanighidir. Birim ¢ember iizerinde tanimlanan aginin tiim reel sayilarda tanimli olabile-
cegini dgrencilere fark ettirmek i¢in dinamik matematik yaziliminda olusturulan agz siirgiisiiniin 6zelliklerin-
den ag1 tanim aralig1 genisletilebilir.

Arahk

Min: -1440° Maks: 1440° Artig: |17

a reel sayisinin cosa ya doniistiiren fonksiyona kosiniis fonksiyonu, sina ya doniistiiren fonksiyona ise si-
niis fonksiyonu denir. Kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin tanim ve deger kiimeleri ise su sekildedir:

cos: R—[-1,1],sin R - [-1, 1].

Kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin deger kiimesini vermeden 6nce 6grencilerin bu fonksiyonlarin aldiklar:
degerlerden deger kiimesi hakkinda tahminde bulunmalarini saglamak icin Dinamik matematik yaziliminda
olusturulan a ag: siirgiisiinii hareket ettirerek B' noktasinin degerlerini gozlemlemeleri istenir.

Kosinis ve sinlis fonksiyonlarinin koordinat sistemindeki bélgelerde pozitif, negatif, artan ve
azalan olduklarini belirlemelerine yénelik Etkinlik Formu 8 ya da benzeri bir etkinlik yaptinlir.
Etkinlik Formu 8'de Dinamik matematik yazihmindaki o acis1 stirgli yardimiyla hareket ettirile-
rek B noktasinin koordinatlar1 yardimiyla 6grencilerin bu tabloyu doldurmalar istenir.

Kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin grafikleri dinamik matematik yaziliminda giris ekranina dogrudan bu
fonksiyonlar girilerek olusturulabilir. Diger bir secenek ise birim ¢ember tizerindeki B' noktasinin koordinat-
lar1 yardimiyla kosiniis ve siniis fonksiyonlarinin grafikleri 6grenciler ile birlikte olusturulmasidir. Kosiniis
fonksiyonun grafiginin ¢izilmesi i¢in asagidaki adimlar siras1 ile uygulanmalidir.
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Giris ekranina apsisi alfa (sembolle
yazilsin), ordinati B' noktasinin apsi- P .
1. sini veren x(B') ifadesi yazilarak bir D Glﬂﬁ. [ﬂ,!tE n
noktasi olusturulur.
Nokta D
kutupsal Koordinatlar
Olusturulan D noktasinin ozellikle- -
2- | finden iz 6zelligi aktif hale getirilir. Nesneyi Gaster
Etiketi goster
izi Ac
Agl a,
Mesneyi Goster
3 SUrgunun ézelliklerinden canlandir Etiketi gbster
* | secenedi secilir. T
Mesneyi sabitle
- Ekrandaki mutlak yer

Bu adimlar sonrasinda Dinamik matematik yazilimi yardimiyla kosiniis fonksiyonunun grafigi elde edil-

mis olur.

a=180°

3 46"5 6 7
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Dinamik matematik yazilimda yapilan bu etkinlik ile derece ve radyan arasindaki iligskiye ve neden trigo-
nometrik fonksiyonlarda radyan kullanildigina yonelik tartismalar yaptirilabilir. $ekilde stirgiideki ag1 180°
iken D noktasinin apsisi olan ayn1 aginin koordinat sistemindeki degeri radyan cinsinde yer almaktadir.

Sinis fonksiyonun grafigi de ayni sekilde Dinamik matematik yazihminda 6grenciler tarafin-
dan olusturulur (Etkinlik Formu 9).

Birim ¢ember iizerinde olusturulan a agis1 ve birim ¢emberin yarigap: kullanilarak tanjant ve kotanjant de-
gerleri tiggenin kenarlarindan biri olacak iiggenler olusturulur. Bu tiggenlerin olusturulmasi adimlar1 asagida
verilmistir. Bu adimlar ilk olarak 6grencilere sorularak 6grencilerin yorum yapmalar1 saglanabilir.

B noktasindan x eksenine dik bir dog-
ru ¢izilir. § agisinin bitis dogrusu olustu-
rulur ve bu dogru ile B noktasindan x ek-
senine dik olan dogrunun kesisim noktas:
(E) bulunur. Koseleri A, B ve E olan ii¢ggen
olusturulur.

1. |EB|
tanp = —— = |EB)

|AB|

B agis1 1.bolgede iken tanf =|EB|dir. 8
ag1s1 siirgii yardimiyla degistirildiginde E
noktasinin ordinati f3 agisinin tanjant de-

gerini verir.

Birim ¢ember tizerindeki (0,1) noktasi

(F) isaretlenir. F noktasindan y eksenine
dik bir dogru cizilir. # agisinin bitis dog-
rusu ile bu dogrunun kesisim noktasi (G)
bulunur. Koseleri A, F ve G olan iiggen
olusturulur (B agisinin FGA agisina esit
oldugu belirtilir.).

|G|

cotp = —— = |GF|

|AF|

B agis1 1.bolgede iken cot B =|GF|dir. 8
acis1 siirgll yardimiyla degistirildiginde G

noktasinin apsisi 8 agisinin kotanjant de-
gerini verir.
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a gergek sayisinin tana ya dontistiiren fonksiyona tanjant fonksiyonu, cota ya doniistiiren fonksiyona ise
kotanjant fonksiyonu denir. Tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin tanim ve deger kiimeleri ise (k € Z) su se-
kildedir:

tan: R - {%+ kn} - R,cot: R - {kn} =R

Tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin deger kiimesini vermeden 6nce, 6grencilerin bu fonksiyonlarin al-
diklar1 degerlerden deger kiimesi hakkinda tahminde bulunmalarini saglamak i¢cin Dinamik matematik yazi-
lim1 yaziliminda olusturulan a ag1 siirgiisiinii hareket ettirerek E ve G noktalarinin degerlerini gézlemlemeleri
istenir.

Tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin grafikleri sinis ve kosinis fonksiyonun grafigi gibi Dina-
mik matematik yaziimi yaziliminda E ve G noktalarinin koordinatlarindan yararlanilarak olus-
turulabilir (Etkinlik Formu 10).

Ek Etkinlik Onerisi-Aragtirma Sorulari

« Birim ¢emberi somut nesnelerle elde ederek bir trigonometri cetveli olusturunuz.
« El Biruni'nin diinyanin ¢evresini nasil 6l¢tiigiinii arastiriniz.

» Trigonometrik fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini elde etmeye ¢alisin. Bunun i¢in Dinamik matematik
yazilimi yaziliminda trigonometrik fonksiyonlarin grafiklerinden ve bir fonksiyonun tersi ile kendisinin
grafigi arasindaki iliskiden yararlanabilirsiniz.

o Trigonometrinin giinlitk hayat uygulamalarini arastiriniz.

Kaynaklar

Argiin, Z., Arikan, A., Bulut, S., & Halicio8lu, S. (2014). Temel Matematik Kavramlarinin Kiinyesi, Ankara:
Gazi Kitabevi.

Stewart, 1. (2017). Matematigin Kisa Tarihi (2. Bs.). Istanbul: Alfa Bilim.

Olcme ve Degerlendirme Araci

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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ANALIZ

Etkinlik Formu Cevaplari

{3 {3
sin30° = % c0s30° = —= tan30° = ==, cot30° = {3

2 Ip
sin45° = T’ cot45° = 7, tan45° =1, cot45° =1

{3

{3
Sin60° = ==, cot60° = % tan60° = { 3, cot60° = 5

= 81,915

Burdur = 63,393 km

Denizli - Isparta = 135,676 km
Afyonkarahisar - Denizli = 321,676 km
Isparta - Afyonkarahisar = 291,537 km

CBA [BC [BA pozitif

KLM [KL [LM | pozitif

Y7 [YX (YZ negatif

a) mradyanz b) 4775 ¢) 120°

a) 26°36' 35" b) 17° 39' 25" €) 90° 51' 40"
3 1-B
a) - er b) 3

Pozitif / Pozitif Azalan / Artan

Negatif / Pozitif Azalan / Azalan

Negatif / Negatif Artan / Azalan

Pozitif / Negatif Artan / Artan

9. Uygulama

10. Uygulama
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Etkinlik Formu

1. Asagidaki 6zel tiggenlerin dik olmayan agilarinin trigonometrik oranlarini hesaplayiniz.

30°
60°

Kaan ile babast ugurtma ugururlarken 100 m

uzunlugundaki ipin tamamini biraktiklarinda,
ugurtma ipinin zemin ile 55° lik a¢1 yaptigini be-
lirlemislerdir. Buna gore ugurtma yerden ka¢ m

yiiksege ¢ikmistir?

Asagidaki sekilde bir haritada yer alan sehirlerin dogru pargalari ile birlestirilmis hali yer almakta-
dir.
Afyonkarahisar

Buna gore sehirler arasindaki mesafeleri belirleyiniz.

Burdur - Isparta

Denizli - Isparta

Afyonkarahisar - Denizli

Isparta - Afyonkarahisar

Isparta
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Asagidaki tablodaki bos alanlar1 uygun sekilde doldurunuz.

ANALIZ

Sekli Sembol
ekli
Gosterimi

Baslangic

Kenari

Bitis Kenari

A

AOB

Asagida birbirinden farkl ol¢iiler ile verilmis agilar1 birbirine doniistiiriin.

a. Olciisii 180° olan ag1 kag radyandir?
b. Olgiisii 240° olan a1 kag radyandir?
ot o 200 .

c. Olgiistt EY olan a1 kag derecedir?

d. Olgiisii % olan ag1 kag derecedir?
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Derecenin alt birimlerine y6nelik asagidaki sorular: cevaplayiniz.
a) Bir A acis179°49'15" ise A acisinin {icte birinin degeri kagtir?

b) m(/A\) =30°12"'10" ve m@ =12° 32" 45" olduguna gore m(/A\) - m(/g) acis1 kag derece, ka¢ dakika ve
kag saniyedir?

¢) Bir ABC iiggeninde m(A) = 46°32' 5", m(B) = 42° 36' 15" olduguna gére C agisinin 6lgiisii kag derece,
kag dakika ve ka¢ saniyedir?

Asagidaki trigonometrik ifadeler ile ilgili sorular1 ¢oziiniiz.
a) sinx - cosx = n olmak tizere sinx + cosx ifadesinin esiti nedir?

. 6 6 ) 2. . - L
b) sin'x + cos x = Bise sin“X - cos“x ifadesinin B cinsinden esiti nedir?

Dinamik matematik yaziliminda birim ¢ember ¢izin. Birim ¢ember tizerinde stirgli yardimiyla bir o aci-
s1 belirleyin. Ve bu a agisinin kosiniis ve siniis fonksiyonlarmin koordinat sistemindeki bélgelerde pozitif,
negatif, artan ve azalan olduklarini birim gember tizerindeki ag1 bitim noktasinin koordinatlar: yardimryla
belirleyin.

Pozitif / Negatif Pozitif / Negatif

Koordinat Sistemindeki L L L L
. Kosinus Sinus Kosinus Sinus
Bolgeler

Dinamik matematik yazilimi yardimiyla siniis fonksiyonun grafigini olusturun.

10. Dinamik matematik yazilimi yardimiyla tanjant ve kotanjant fonksiyonlarinin grafigini olugturun.
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MATEMATIK

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : SAYMA VE FAKTORIYEL

MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Temel Sayma Yontemleri
KAZANIMLAR : Saymanin temel ilkelerini aciklar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, farkl boyutlarda 1zgaralar (1x7, 1x9 gibi farkl
boyutlar elde edilebilecek sekilde uc¢ uca eklenebilen 1zga-
ralar), hamle nesneleri (2 farkli renkte taslar)

Etkinligin Amaci

Saymanin temel ilkeleri olan eslestirme, toplama ve ¢carpma yolu ile saymaya ait ¢a-
lismalara yer verilir. Faktoriyel kavrami verilerek 6grencilerin saymanin temel ilkesi
ile iliski kurmasi hedeflenmektedir.

Baslarken...
SZ S1 Y1 YZ

Yukaridaki sekilde 4 adet kurbaga bulunmaktadir. Sol tarafta bulunan kurbagalar ile sag tarafta bulunan
kurbagalar1 yer degistirmeniz gerekmektedir. Hamle kurallar1 asagidaki gibidir;

1.  Eger oniindeki kare bos ise oniindeki kareye,
2. Eger dolu ise ondan sonraki ilk kareye o karenin de bos olmasi kosuluyla hareket eder.
3. Kurbagay1 baslangicta bulundugu noktaya yakinlastiran hamlelere izin verilmemistir.

Kurbagalar ka¢ hamlede agagidaki sekildeki duruma gelirler?
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Yonlendirilmis Hamleler Oyunu

Izgarada (1 x 5) kargilikh duran yesil ve siyah renkte ikiser kurbaganin belirtilen hamle kosullarina gore
en az kag hamlede yer degistirebilecegi denenir ve denemeler sirasinda hamle sayilari not edilir. So-
mut materyallerle 1zgara uzerinde hamle kurallarina goére taglar yonlendirilir, farkl yerlesimler sayilir
ve denemeler yapilir.

Siyah kurbaganin ilk hamleyi yaptigi durumdaki hamleler ve toplam hamle sayisi agagidaki tabloda
gosterilmigtir.

Hamle Renklere Hamle
Kurbagalarin Pozisyonlari Yapan | Gore Hamle Sayisl
Kurbaga Sayisl Toplami

)
g9

134

JLILIL
gdgy

gdvy
13344

JLIL!

yd4d
gy
4
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MATEMATIK

Tabloda gosterildigi gibi 4 kurbaga 8 hamlede yer degistirmistir. Tabloda ayn1 renkte kurbagalarin art arda
yaptiklar: hamle sayilar1 incelendiginde Gauss yontemi ile toplam hamle sayis1 8 olarak hesaplanmistir. Kur-
baga atlatma oyununu yonlendirilmis hamleler oyunu seklinde taslarla oynadigimizda da benzer durumlar

goriilmektedir.

Izgarada karsilikli duran farkli renkte farkli sayilarda taglarin hamle kosullarina gére en az kag
hamlede yer degistirebilecegi ile ilgili sorulara yer verilir. n tane yesil ve n tane siyah kurbaga
icin hamle sayinin n.(n + 1) + n oldugunu bulmaya yonelik ¢alismalar yapilir. (Etkinlik Formu
Soru 1-3)

Bu oyunda 1zgara ve tas sayis1 arttirilirsa sonucun hesaplanmasi denenerek bulunamayacak kadar goktur.
Bu gibi durumlarin hesaplanmasinda saymanin temel ilkeleri olan eslestirme, toplama ve ¢arpma yolu ile say-

ma kullanilir.

Saymanin Temel ilkeleri
Eslestirme Yolu ile Sayma

A ={-154, -153, -152, ..., -1, 0, 1, ..., 132, 133, 134} kiimesinin eleman sayisin1 hesaplayiniz. Tabloda
belirtildigi gibi A kiimesinin elemanlarinin her birine 155 eklenildiginde —154’ten baslanarak sirasiyla her bir
elamanile 1, 2, 3, ..., 289 sayilar1 arasinda eslestirme yapilabildigi ve eslestirme yoluyla bu kiimenin eleman

sayisinin 134 + 155 = 289 oldugu sonucuna ulasilir.

Tablo. Eslestirme yoluyla sayma

A kUmesinin

-154 153 152 =1 0 1 132 133 134
elemanlari
l l l l l l l l l l l
+155  +155  +155 +155 +155  +155 +155  +155  +155
A kilmesinin ! l ! ! l ! ! l ! ! l
eleman sayilari 1 2 3 154 155 156 287 288 289

2

2 1 1
B=493-4-,5,..,26—,27,24—,
{ 3 3

343 28%} kiimesinin eleman sayilarinin kag¢ oldugu sorulur.

Kimenin elemanlar1 B = {%, ?, ?, . 7?9, %, %, 8—35} seklinde yazilir. A kiimesinin elemanlarinin

payindaki sayilar olan 11,13,15,...,79,81,83,85 sayilarinin sirastyla 1, 2, 3, ..., 38 sayilarinin 2 katinin 9 fazlasi
oldugu ve bu sekilde yapilan eslestirme yoluyla bu kiimenin eleman sayisinin 38 oldugu sonucuna ulasilir.
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. Son terim - ilk terim
Onceki etkinliklerden hatirlatma: Terim sayisi = +1 oldugundan

Ortak fark

- 11

B kiimesinin eleman say1s1 = + 1 = 38 olarak hesaplanabilecegini gosterir.

Toplama Yolu ile Sayma

— TANINA

Ayrik ve sonlu n tane kiimenin birlesimindeki eleman sayisi, bu kiimelerin eleman sayilarinin topla-
mina esittir. O halde ayrik iki olaydan biri a farkli sekilde, digeri b farkli sekilde gergeklestirilebiliyor ise
bu olaylardan biri veya digeri a + b farkli sekilde gerceklestirilebilmektedir. A ve B sonlu ve ayrik iki kiime
olsun. Bu durumda s(A U B) = s(A) + s(B) oldugu agiktir.

Ornek

Gokytizii gozlem kampindaki her katilimcinin bir haftalik siiregte katildig: etkinlik sayis1 1 ile 3 arasinda
degismektedir. A , A, ve A, sirasiyla tam olarak 1, 2, 3 ve etkinlige katilan katilimcilarin kiimesini ifade etmek-
tedir. A U A, U A, gbzlem kampindaki tiim katilimcilarin kiimesini ifade etmektedir. A, A, ve A kiimeleri
ayrik kiimeler oldugu igin,

S(A,UA UA)=5s(A)+s(A,) +s(A) olur.

Ornek

Yandaki sekil gosterildigi gibi birlestirilmis 8 6zdes kiiglik paralelkenardan
olusmaktadir.

Sekiz kiigiik paralelkenar da dahil olmak iizere, bu sekilde kag tane paralel-

kenar vardir? (CEMCGAUSS2018)
1x2 1x3 1x4
2x1 2x2 2x3 2x4
1x1 1x2 2x1 1x3 x4 2x2 2X3 2X4
8 6 4 4 2 3 2 1

Tablo incelendiginde paralelkenar say1s18 + 6 + 4 + 4 + 2 + 3 + 2 + 1 = 30 olarak hesaplanur.
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Etkinlik Formu Soru 4

Sadece saga (—»), sag list gapraza () ve sol iist capraza (%) gitmek kosuluyla A noktasindaki turistin kag
farkl: sekilde sahile ulasabilecegilecegini hesaplayiniz.

1 —-»

1 3

1 2 6 —
. =
A1 3 7—»5
%)

1 2 6 —>

1 3 >

1 —»

Turistin sahile ¢ikabilecegi farkli yollarin sayis1 asagidaki sekil tizerinden 1 +3 +6 +7 + 6 +3 + 1 =27
olarak hesaplanabilir.

Carpma Yolu ile Sayma

— AN

Bir AisiA, A, A, ..., A agamalarinin sirasiyla uygulanmasindan olugmaktadir. ALALA, ... A

asamalarinin gergeklestirilebilecegi yollarin sayisia, a, a, ... , a_ seklinde gosterilsin. A, A, A, ..., A
asamalarinin her birinin gergeklestirilebilecegi yollarin sayisi, kendinden énceki asamalardan bagimsiz-
dir. Budurumda Aisia . a,. a, ... a_farkl sekilde gerceklestirilebilir. Matematiksel olarak A ve B sonlu iki

kiime ise s(AxB) = s(A) - s(B) seklinde ifade edebiliriz.

a. Asya, Basak, Cemre, Doruk ve Ekin'in bulundu- ? 7
gu 5 kisilik grubun elemanlari bagkanlik, bagkan
yardmcihigi ve sekreterlik gorevlerini kag farkl %
sekilde paylasabilirler? #
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Gorev paylagiminin gerceklestirilmesi,

SONLU MATEMATIK

1. Asama

Baskanlik secimi

Birinci asama 5 farkli yolla gerceklestirilebilir.

2. Asama

Baskan yardimcisi se¢imi

Kim baskan olursa olsun yardimcisinin secil-
mesi 4 farkli yoldan gerceklestirilebilir.

3. Asama

Sekreterlik segimi

Son asama da ilk ikisinden bagimsiz sekilde 3
farkli yoldan gerceklestirilir.

Buna gore sonug 5 . 4 . 3 = 60 olarak hesaplanir.

b. Asya, Basak, Cemre, Doruk ve Ekin'in bulundugu 5 kisilik grubun elemanlari Asya bagkan segilmemek
kosuluyla bagkanlik, bagkan yardimciligi ve sekreterlik gorevlerini kag farkl sekilde paylasabilirler?

Gorev paylagiminin gerceklestirilmesi,

1. Asama

Baskanlik secimi

Birinci asamada Asya haricinde baskanlik secimi 4
farkli yolla gergeklestirilebilir.

2. Asama

Baskan yardimcisi se¢imi

Kim baskan olursa olsun yardimcinin segilmesi de
Asya eklendidi icin 4 farkli yoldan gergeklestirilebilir.

3. Asama

Sekreterlik secimi

Son asama da ilk ikisinden bagimsiz sekilde 3 farkli
yoldan gergeklestirilir.

Buna gore sonug 4 . 4 . 3 = 48 olarak hesaplanir.

A={a,a, a,..a} olan kiimenin tim alt kiimelerinin sayisini hesaplayiniz.

Va, (i =123, ..., n) elemani igin alt kiimede bulunup bulunmayacagi n agamada incelenir.

1. Asama

a,'in alt kimede yer alip almayacagina

karar verilmesi

2 secenek

2. Asama

a,'nin alt kimede yer alip almayacagina Onceki asamadan bagimsiz olarak 2

karar verilmesi

secenek.

a,'nin alt kimede yer alip almayacagina Onceki asamalardan bagimsiz olarak

karar verilmesi

2 segenek.
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s /ANIM

yani 2" dir.

Alt Kiime Sayis1: Bu durumda n elemanli A kiimesinin tiim alt kitmelerinin sayisi n tane 2’nin ¢arpimi

Sekilde 9 dogru pargasi, ortak bir koseye sahip iki dogru pargas: farkli
renkte olacak sekilde, 3 renk kullanilarak boyanmak isteniliyor. Bu boyama

kag farkls sekilde yapilabilecegi incelenir.

Boyamaya herhangi bir kenardan baglayabiliriz. Ornegin a kenarindan bas-
larsak bu kenar1 3 renkten birisi ile boyayabiliriz. Daha sonra b kenarini boya-
yabilecegimiz 2 farkli renk segenegimiz kalir. Bunu disindaki tim kenarlar (c,
d, e, f, g, h, k) a ve b kenarlarinin rengine gore tek tiirlii boyanabilir. Bu sebeple

boyama islemi 3 - 2 = 6 farkli sekilde ger¢eklestirilebilir

Ornek:

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} rakamlar1 kullanilarak kag tane

a) Rakamlar1 birbirinden farkli olan dért basamakli ¢ift sayi,

b) Dort basamakli 4 ile tam béliinebilen sayi,

¢) Rakamlari birbirinden farkli 20 ile tam boliinebilen 5 basamakl: say1 yazilabilecegi

hesaplanir.

Coézuim

a) Birler basamaginin 0 olmasi ve olmamas1 durumlari incelenir. Birler basamagindaki rakamin 0 olmas1 du-

rumu asagidaki tabloda incelenir.

Basamak Binler Yuzler Onlar Birler
Yazilabilecek farkl
rakamlarin sayisi 6 > 4 !
“0" ile binler basamagi- “0" ile binler ve yuzler
veEE AlIEeELS {1,2,3,4,5, 6} | na yazilan haricindeki basamggma ya2|,I§n— {0}
rakamlar v L . lar haricindeki 4'Un-
5'inden biri gelebilir. L s
den biri gelebilir.
Basamak Binler Yuzler Onlar Birler
Yazilabilecek farkl
rakamlarin sayisi > > 4 3
Birler basamadgina “0" | ) ) B
yazilamayacagindan Binler ve birler | Binler, yuUzler ve
Yazilabilecek bu basamada birler basamagm.a. ya- | birler basam_agm
rakamlar basamagina  yazilan Z|!anlar ha)r.lcmde ya.2|lanlar h.a.r|cmde {2, 6}
S'inden biri gele- | 4'Unden biri gele-
d!§‘|nda Sﬁrakamdan bilir. bilir.
biri gelebilir.
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Sonug olarak
6- 5 - 4 = 120 farkl: say1 yazilabilecegi hesaplanir.

Birler basamagindaki rakamin 0 olmamas: durumu asagidaki tabloda incelenir ve 5 - 5 - 4 - 3 = 300 farkli
say1 yazilabilecegi hesaplanir.

Her iki durumda ulasilan sayilar toplanarak 300 +120 = 420 cevabina ulasilir.

b) Birler basamagindaki rakam ¢ift olmalidir. Dort ile boliinen bir sayinin birler basamagindaki rakam 2 veya

6 ise onlar basamagi tek, 0 veya 4 ise onlar basamagi ¢ift rakam olmalidir. Bu iki durum asagidaki tablolar
tizerinden incelenir.

Basamak Binler Yuzler Onlar | Birler

Yazilabilecek farkh
rakamlarin sayisi 6 7 3 2

vazilabilecek Binler basamagdina “0" ya-

rakamlar zHamayacagmp!an geriye | Tum rakamlar gelebilir. | {1,3,5} | {2, 4, 6}
kalanlar gelebilir.

Tablo incelendiginde sonug 6 - 7 - 3 - 2 = 252 olarak hesaplanir.

Basamak Binler Yuzler Onlar Birler

Yazilabilecek farkl
rakamlarin sayisi 6 7 4 2

vazilabilecek Binler basamagina “O

e D ygzﬂamayacagmdgp ge- | Tum rakamlar gelebilir. | {0, 2, 4,6} | {O, 4}
riye kalanlar gelebilir.

Tablo incelendiginde sonu¢ 6 - 7 - 4 - 2 = 336 olarak hesaplanir. Her iki durumun toplaminda

336 + 252 = 588 say1 yazilabilir.

¢) Yirmiye béliinen bir sayinin birler basamaginda “0” ve onlar basamaginda ise ¢ift rakam bulunur. Asagi-
daki tablo incelenerek sonug 5-4 -3 -3 -1 = 180 olarak hesaplanir.
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Basamak Onbinler Binler Yuzler Onlar Birler
Yazilabilecek farkli
rakamlarin sayisi > 4 3 3 !
Birler ve onlar basa-
Yazilabilecek magdindaki rakam-| Geri kalan Geri kalan 2.4 6} 0}
rakamlar lar haricinde geri| 4'U gelebilir. | 3’0 gelebilir. Y
kalan 5'i gelebilir.
Ornek
{0, 1, 2, 3, 4, 5} rakamlarini kullanarak 3 ile tam boliinebilen kag tane dort basamakl say1 yazilabilecegi
hesaplanir.
Basamak Binler Yuzler Onlar Birler
Yazilabilecek
farkli rakamlarin 5 6 6 2
sayisli
Binler, yuzler ve onlar basa-
maklarina yazilan rakamlar
toplami X ve birler basama-
Binler basa- gindaki rakam a olursa
madina “0"

Yazilabilecek
rakamlar

yazilamaya-
cagindan ge-
riye kalanlar
gelebilir.

Tum rakam-
lar gelebilir.

TUum rakam-
lar gelebilir.

x = 0(mod 3) = a € {0, 3}
Xx=1(mod3) = a€< {1,4}
x = 2(mod3) = a € {2,5}
her durumda a'nin yani bir-

ler basamagdinin alabilecedi
iki deger vardir.

[stenilen sonu¢ 5 - 6 - 6 - 2 = 360 olarak hesaplanir.

Ornek:

A ={1,2,3,4,..,n} kimesinde ka¢ tane simetrik ve ters simetrik baginti tanimlanabilecegi hesaplanir.

Coézum:

Simetrik bir bagintida sirali ikili ¢iftlerinin (6rnegin (5, 6) ve (6, 5) ya ikisinin birden bulunmasi ya da iki-
sinin birden bulunmamasi gereklidir. (1, 1), (2, 2), (3, 3), ..., (n, n) ikililerinin her birisi i¢in de benzer sekilde
iki durum s6z konusudur. Sirali ikililerin simetrik bir bagintida bulunma durumu agagidaki tabloda incelenir.
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arL_arQ (112) (113) (n_11n)
Sirah ikili (1,7 2,2) | (3,3 (n, n)
(271) (31-]) (nv n_])
Simetrik bagintida 5 5 5 5 5 5 5
bulunma durumu

A kiimesinde yazilabilecek tiim sirali ikililerin sayis1 n* dir. Bunlarin n tanesi {(1, 1), (2, 2), (3, 3), ..., (n, n)}

disinda kalan n? - n tane ikiliden iki tanesi i¢in tabloda bir hiicre oldugundan

2
n -n

2

n=" 2+n olarak hesaplanir.

Il2+1’1

Sonug olarak n elemanl bir A kiimesinde 2 2 tane farkli simetrik bagint1 tanimlanabilir.

Ters simetrik bir bagintida ise siral1 ikili ¢iftleri (6rnegin (5,6) ve (6,5)) i¢in ti¢ durum vardir (ikisinin bir-
den bulunmamasi, sadece birinin bulunmasi ve sadece digerinin bulunmasz). (1, 1), (2, 2), (3, 3),..., (n, n) iki-
lilerinin her birisi i¢in iki durum (bulunmasi ya da bulunmamasi) s6z konusudur. Siral ikililerin ters simetrik
bir bagintida bulunma durumu asagidaki tabloda incelenir.

— 12 | (1,3) (n-1,n)
Siral ikili mLn 122 | 33 (n, n)
(211) (311) (nv n_-l)
Ters simetrik bagintida 5 5 5 5 2 2 2
bulunma durumu
5 n’-n
Tabloda n tane 2 ve - 2_ 2 tane 3 oldugu i¢in istenilen cevap 2" - 3 2 olarak hesaplanir.

Saymanin temel ilkeleri ile ilgili sorulara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 6-9)

Faktériyel Kavrami

n pozitif bir tam say1 ise, n! (n faktoriyel) 1 ile n dahil 1'den ol=1
ne kadar olan tam sayilarin carpimini ifade etmek igin kulla- ;'lz_lle
nilir. 31=3x2x1
41=4x3x 2x
n=1.-2-3-4.5...-n Bl=5x4x 3x2x1
6l=6x5x4x3x2x1
91 =9.8.7! 7l=7x6x5x4x3x2x1
81=8x7x 6xBxdx3x2x1
n!=n.(n-1).(n-2).(n - 3)! ON=9x8x7x6x5x4x3x2x1
101=10x9x8x7x6x5x4x3x2x1
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Her hangi n pozitif tam sayis1 i¢in ardigik n tane bilesik say1 n + D! + 2, (n + I)! +3, ... m+ D! +n + 1
olarak yazilabilir. Hi¢biri asal olmayan ardigik 1000 say1 1001! + 2, 1001! + 3, 1001! + 4, ...1001! + 1001 olarak
yazilir.

n!’de bir p asal ¢arpaninin kag tane oldugunun bulunabilmesi i¢in nasil islem yapilmasi gerektigi tartigi-
lir. n say1sinin p ile boliiniip ¢ikan béliim yine p sayisi ile boliindiigii ve bu isleme p’den kii¢iik boliim bulu-
nuncaya kadar devam edildigi bulunur. Elde edilen tiim béliimlerin toplanmas: gerektigine ulagilir.

Bir n sayisinin sonundaki 0 sayisinin, n - 1 sayisinin sonundaki 9 sayisina esittir. Ardisik n tane tam sa-
yinin ¢arpimi n! ile tam boliiniir.

Faktoriyel kavram ile ilgili calismalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 10)

(1-1 ve Orten Fonksiyonlarin Sayisi) XX, X €X olmak tizere n elemanli X kiitmesinden, n elemanli Y
kiimesine tanimli 1-1 ve 6rten herhangi bir f: X — Y fonksiyonunun kag farkl: sekilde tanimlanabilecegi soru-
lur. Bu sorunun ¢oziimiinde agagidaki tablo yardimiyla faktoriyel kavramu iligskilendirilme yapilmasi saglanir.

f(x ) f(x,) f(x,) f(x,) f(x )

n n

f(x )'in alabilecegi farkli degerlerin sayisi n n-1 n-2 1

Her adiminda f (xl), f(x3, .., f (xn) degerlerinin sirayla n,n — 1, n — 2, ... ,1 farkli sekilde belirlenebilecegi
agiklanir. Tiim fonksiyonlarin sayisi n! olarak hesaplanir.

Ornek:

1.10+2-24+3-31+ ... +99 - 99! toplaminin 97 ile béliimiinden elde edilen kalan hesaplanir.

cozum:

k-kl=(k+1-1)-kl=(k+1)-kl-k!=(k+ 1)!-k! olarak ifade edilebilecegi i¢in

1.11=21-1!
2.21=31-21
3.30=4!-3!

99.99! = 100! - 99!

1-114+2-21+3-314+...499-99! =21 - 11+ 3! - 21 + 4! - 31 + ... +100! - 99! = 100! - 1

100! - 1 ifadesinde 100! say1s1 zaten 97°ye tam olarak boliindiigii i¢in kalan 96 olarak hesaplanir.
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1.2 + = + o+ toplaminin esiti hesaplanir.
20 T3 T T T o0 P i pranit
Cozum
(1 _1 1
2! 1! 2!
2 _1 1
3! 2! 3!
3 1 1 1 2 3 99 1
4—!=§-4—!:> 2—!+§+4—!+ et oot = 1- Too! olarak hesaplanir.
9 1 1
100!~ 99! 100!
Ornek
11-21-30 ... - 40! carpimindan en az kag adet ¢arpan atilirsa bir tamkare ifade elde edilebilecegi hesaplanir.
Cozum

[fadede yer alan bazi carpanlar agagidaki sekilde ifade edilerek yerine yazilir.

21=2-1!
41=4.3!
6!=6-5!
40! = 40 - 39!

12030 -40!=1!-(2-11)-3!-(4-3")-5!-(6.5!)-.....- 39! - (40 - 39!) = (1! - 3! . 5! . ....-391)2.2.4.6-...-40 =
(1!-3!r.50. ... 2391)2.220.(1-2-.....-20) = (1! - 31 51 ... - 391)2. 220 20! olarak hesaplanir.

Carpimdan sadece 20! ¢arpani atilirsa ¢arpim bir tamkare olur.

Ornek:

X ve y pozitif tam sayilar olmak tizere, 51 - 52 - 53 ... 100 = 7x - y esitligini saglayan en biiyiik x hesaplanir.

Ccozum:

100! sayis1 iginde kag tane 7 ¢arpani oldugu, 100 kesrinin tam kismi olan 14 ile 100 kesrinin tam kismi1

olan 2 toplanarak bulunur. (14 + 2 = 16)

50! sayis1 i¢inde kag tane 7 ¢arpani oldugu; % kesrinin tam kismi olan 7 ile i—g kesrinin tam kismi olan

1 toplanarak bulunur. (7 + 1 = 8)

Bu durumda en biiyiik x degeri 16 — 8 = 8 olarak hesaplanir.
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Faktoriyel kavrami ile ilgili sorulara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 11-14)

5! ifadesinin degerini blok ya da metin tabanl kodlama programi kullanarak hesaplayiniz.

def faktoriyel (say1):
ilksayr = sayi
faktoriyel = 1
if (say1 == O or sayl == 1):

print("Faktoriyel”,faktoriyel)

else:
while (sayr >=1):
faktoriyel *= sayi
sayl -=1
print("{} Faktoriyel= {}".format(ilksayi, faktoriyel))
faktoriyel(5)
Program Ciktisi
5 Faktoriyel= 120

EK ETKiINLiK ONERISi

Aragtirma Sorulari

o Igerme digarma prensibi: Sonlu sayida elemana sahip A ve B kiimelerinin birlesimindeki eleman sa-
yilarinin seklinde hesaplanabilecegi tartigilir. Ug tane kiime oldugunda bu iliskinin seklinde oldugu
konugulur. Kiimelerin sayis1 arttik¢a nasil ifade edilebilecegi, n tane kiimenin birlesimindeki eleman
sayisinin nasil hesaplanabilecegi tartigilir.

o 500den kiigiik kag tane tam sayt, iki farkli pozitif tam kiip sayinin toplami olarak yazilabilir sorusu so-
rularak cevabinin arastirilmasi istenilir.

 Yonlendirilmis hamleler oyununda 1zgara {izerinde yer degisimlerde gereklilik karesi sayisi, 1zgarada
bulunan kol sayis1 (1zgara bi¢imi), kollarda bulunan tas sayis1 degiskenlerini degistirerek olusan durum-
larda en az hamle say1s1 hesaplanir. Genellestirilmis ¢6ziime ulagmaya yonelik ¢alismalar yapilir.
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Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

4. Etkinlik icerisinde verilmistir.
5. Etkinlik icerisinde verilmistir.
6. 50

7. 60

12.E)
20!=191.20
201.19!=(191.20)(19!)=((19")karesi).20
13. A) 2007!-1

14. C) 30

370




SONLU MATEMATIK

Etkinlik Formu

Yonlendirilmis hamleler oyunundan hareketle 1zgarada (1x7) karsilikli duran farkli renkte beser
tasin eger oniindeki kare bos ise oniindeki kareye, eger dolu ise bos olmasi kosuluyla ondan son-
raki ilk kareye hareket ederek karsilikli yer degisiminin en az ka¢ hamlede ger¢eklestirilebilecegini

> ppP |

Yonlendirilmis hamleler oyunundan hareketle 1zgarada (1x9) karsilikli duran farkli renkte beger

tasin eger oniindeki kare bos ise 6niindeki kareye, eger dolu ise bos olmasi kosuluyla ondan son-
raki ilk kareye hareket ederek karsilikli yer degisiminin en az ka¢ hamlede gergeklestirilebilecegini

bulunuz.

Yonlendirilmis hamleler oyunundan hareketle 1zgarada (1x11) karsilikli duran farkli renkte altisar
tagin eger oniindeki kare bos ise oniindeki kareye, eger dolu ise bos olmas: kosuluyla ondan son-
raki ilk kareye hareket ederek karsilikli yer degisiminin en az ka¢ hamlede gergeklestirilebilecegini

bulunuz.

Sadece saga (—), sag list capraza () ve sag alt capraza (%) gitmek koguluyla A noktasindaki tu-
ristin kag farkli sekilde sahile ulagabilecegi hesaplayiniz.

5. §ekilde 9 dogru pargasi, ortak bir koseye sahip iki dogru pargasi
farkli renkte olacak sekilde, 3 renk kullanilarak boyanmak isteni-

liyor. Bu boyama kag farkl: sekilde yapilabilir?
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Soldan ilk rakamu ¢ift olan 3 basamakli sayilardan kag tanesinin rakamlar soldan saga dogru aza-
lan siradadir? (Ornegin 421, 873 gibi)

Bes kisinin yaristig1 bir turnuvada birincilik, ikincilik ve ti¢linciiliik 6diilleri kag sekilde verilebilir?

[leri veya geri okundugunda basamaklar: ayni olan pozitif bir tam sayiya palindrom denir. Orne-

gin 474 ve 222 palindrom sayilardir. 100 ile 1000 arasinda kag tane palindrom say1 var?

Rakamlari farkli ve rakamlar toplami 20'den biiyiik olan ii¢ basamakl kag tane dogal say1 vardir?

. Asagidaki sorular1 cevaplayiniz.

a. 1923! sayisinin i¢inde kag tane 7 ¢arpani vardir?
b. 1923! sayisinin sonunda kag tane 0 vardir?

¢. 1923!-1 sayisinin sonunda kag tane 9 vardir?

d. 1923!-2 sayisinin sonunda kag tane 8 vardir?

41+ 5!+ 6! + ... + 20! Isleminin sonucunda olusan sayimin birler basamag1 kagtir?

. Asagidakilerden hangisi bir tamkareye esittir?

N (20!)1(19!) B (20!)2(19!) o (20!)3(19!) o) (20!1(19!) 5 (20!)5(19!)

S=1-(11)+2-(2!) +..... + 2006 - (2006!) say1s1 agsagidakilerden hangisine esittir?
a.2007!' -1

b. 2007! + 1

c.2008! -1

d. 2006 - (2007!)

e. 2006 - 2007 - (2007!) + 1

. 101-102-103- -400 = 11% - n; (k, n dogal say1) esitligini saglayan en biiyiik k sayisi kagtir?

a. 26 b. 29 c. 30 d. 31 e. 32
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIK : PERMUTASYON

MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Temel Sayma Yontemleri
KAZANIMLAR : Permutasyon kavramini aciklar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, farkli boyutlarda izgaralar (1x6, 1x8 gibi bo-
yutlar elde edilebilecek sekilde u¢ uca eklenebilen izgara-
lar), hamle nesneleri (3 farkl renkte pul)

Etkinligin Amaci

N cesit nesne ile olusturulabilecek r'li dizilislerin (permutasyonlarin) kag farkli sekilde
hesaplanabilecegdiile ilgili calismalardan yola ¢ikarak permutasyon kavramini acikla-
masl hedeflenmektedir.

Baslarken...

Permiitasyon kelimesi Fransizcada "karsilikli
ya da sirali olarak yer degistirme, matematikte
bir kavram" sozctigiinden gelmektedir. Giinliik
hayatimizda gesitli is kollarinda “sayma ve si-
ralama” hesaplamalarinda sayma kurallar1 kul-
lanilir. Bir kuyrukta siramizin kag farkli sekilde
olacag: bile bu kurallar ile bulunabilir. Biyolog-
lar insan viicudunda bulunan 33 omurdan her-
hangi ikisi art arda gelmeyen 4 omurda tiireye-
bilen viriis tiirtine rastlamigtir. Bu viriis 4 omura

belirtilen sekilde yerlestiinde omurilige zarar
verebilmektedir. Kromozom permiitasyonu cin-
siyet hiicrelerinin olusumu sirasinda kromozomlarin olusan hiicreler arasinda rastgele dagitilmasi seklinde
aciklanabilir. Cesitli bilim alanlar1 gizil olarak da olsa bu kurallardan faydalanarak problemlerine ¢oziimler
tretilebilir.
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Ornek: Pul Yerlestirme Oyunu-1

Asagidaki sekilde gosterilen 1x3’liik bir 1zgara tizerine 3 pulun kag farkl: sekilde dizilebilecegini hesapla-

z

yiniz.

Eger 3 pul baslangigta 1zgara tizerinde sirasiyla X, Y, Z seklinde dizili ise hig¢birinin kendi yerinde olmadig:
3’li dizilislerin sayisini hesaplayiniz.

Coézum:

X, Y, Z pullarinin asagidaki sekilde gosterildigi gibi 3’lii dizilisleri olan 6 farkli (XYZ, XZY, YXZ, YZX,
ZXY, ZYX) dizilis olusturulur.

Deneme yapmadan ve tiim dizilisleri yukaridaki sekilde verildigi gibi yazmadan bu sonug asamali olarak he-
saplanir. Asagidaki tablo ¢arpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak olusturulur ve ti¢ pulun 3’lii dizilisi3-2-1=6
olarak hesaplanir.

Izgara kareleri 1 2. 3.

Yerlesebilecek pul
sayisi

3 puldan hangi biri
yerlesebilir.

Kalan 2'sinden biri
yerlesebilir.

Kalan biri yerlesebilir.
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Ornek: Pul Yerlestirme Oyunu-2

Yandaki sekilde gosterilen 1x2’liik bir 1zgara tizerine 3 pulun kag farkl: sekil-

de yerlestirilebilecegini sayiniz.

Ccozum:

X, Y, Z pullarinin 2’li diziliglerinin YZ, ZY, XY, YX, ZX, XZ seklinde oldugu belirlenir. Tiim dizilisleri yaz-
madan bu sonug asamali olarak hesaplanir. Asagidaki tablo ¢arpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak olustu-
rulur ve ti¢ pulun 2’li diziligi 3 - 2 = 6 olarak hesaplanir.

Izgara kareleri 1. 2.

Yerlesebilecek pul sayisi 3 puldan hangi biri yerlesebilir. | Kalan 2'sinden biri yerlesebilir.

m tane pulun 1xn 1zgaraya (m = n) kag farkl: sekilde dizilebilecegi m’in n’li dizilisini verir.

Ornek: Pul Yerlestirme Oyunu-3

Eger 3 pul baslangigta asagidaki sekilde gosterildigi gibi 1zgara tizerinde sirasiyla X, Y, Z seklinde dizili ise
hi¢birinin kendi yerinde olmadig: 3’1 2 farkli (YZX, XZY) dizilis olusturulur.

Coézum:

Deneme yapmadan bu dizilislerin sayis1 asamali olarak hesaplanir. Asagidaki tablo carpma yoluyla sayma
ilkesi kullanilarak olusturulur ve sonug 2 - 1 - 1 = 2 olarak hesaplanir.

Izgara kareleri 1 2. 3.
Yerlesebilecek pul X pulu disinda her- Sadece biri yerlese- Sadece biri yerlese-
sayisl hangi biri yerlesebilir. bilir. bilir.
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Pul yerlesim durumlari ile ilgili ¢esitli orneklere yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 4, 5)

Pullarin kendi yerinde (1zgarada baslangigtaki yerinde) olmayacak sekilde kag farkli sekilde dizile-
bilecegi gibi durumlarin hesaplanmasinda sagkin diziliglere ileri aragtirma konusu olarak yer verilir.

Ornek: Permiitasyon Kavrami

Etkinlik Formu Soru 6

A={1,2,3, ..., n} kimesinin elemanlarini kullanarak ve olacak a,a,a;...,a EAver<n olacak sekilde
(a,aya, ..., a) swrali r' lilerinin kag farkli sekilde olusturuldugu hesaplanur.

Coézum:

Tablo ¢arpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak doldurulur.

Sirah rliler a a, a, a

r

Alabilecegi farkli degerlerin sayisi n n-1 n-2 n—r+1

a/’in alabilecegi n farkli deger, a,'nin alabilecegi n - 1 farkli deger, a’iin alabilecegi n - 2 farkli deger, ...,
a’ nin alabilecegi n - r + 1 farkli deger vardir. Carpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak sonug

(n-r)!

n-n-1)-n-2)-....-(n-r+1) =

— AN

n nesnenin r’li bir permiitasyonunu (dizilisini) olusturmak, bu nesnelerin r tanesini sirali r konuma

olarak hesaplanir.

n
yerlestirmekle esdegerdir. Bu permiitasyonlarin (dizilislerin) sayis1 P(n, r) veya P( ) seklinde gosterilir
r

ve n elemanli bu kiimenin r’li bir permiitasyonu olarak ifade edilir. Birinci konuma n nesneden herhangi
birisi yerlestirilebilir; ikinci konum i¢in n — 1 se¢enegimiz vardir, bu sekilde devam ettigimizde r'ninci
konum i¢in n — r + 1 farkli segenek kalir. Carpma prensibi kullanilarak

P(n,r)=n-(n-1).---(n—-r+ 1) bulunur.

r = n durumunda P (n, n) =1 -2 .- - n bulunur. n nesnenin permiitasyonlarinin sayisina esit olan 1
den ne kadar pozitif sayilarin ¢arpimina, n faktoriyel denir ve bu say1 n! seklinde gosterilir. Pozitif tam
sayilar i¢in tanimli olan faktoriyel, islem ve ifadelerde kolaylik saglamasi bakimindan 0 sayis1 i¢in ayrica
0!=1 olarak tanimlanmustir. Faktoriyel gosterimini kullanarak (0 < r < n) tam sayilar1i¢in P (n, r)’nin nasil
ifade edilebilecegi agiklanir. Bu ifade

(n-r)!

P(n, 1) = olarak yazilir.
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Ornek:

A £ AR 4
<
f J , /Y

— [

-\

Ogrenciler sosyal medya gruplarinda maskeli dort karakteri birbirlerine tiim farkli dizilimleriyle gonder-
mek istemislerdir. Zeynep eger alfabetik sirada yaparlarsa kendisi son kisi oldugu igin farkli bir dizilim yapa-
mayacagini sOylemistir. Sizce sinifta kag kisi vardir?

Coézum:

P(4, 4) = 24 farkl dizilim oldugundan Zeynep 25. siradadur.

Pozitif Tam Bolenlerinin Sayisi

4500 sayisinin pozitif tam bolenlerinin sayisi kagtir? Herhangi bir dogal sayinin pozitif tam bolenleri-
nin sayisini nasil buluruz?

Cozim:

2250=2'-3?-5°

4500 sayisinin garpanlart (bolenleri);

{2°, 2, 3°, 31, 5°, 5Y, 52, 53} sayilari ve bu sayilarin birbiri ile garpimindan olusan sayilardir.
2 tane 2'nin kuvvetleri, 3 tane 3'ln kuvvetleri, 4 tane 5'in kuvvetleri oldugundan;

2250 sayisinin 2 - 3 - 4 = 24 tane pozitif tam béleni vardr.

Verilen dogal say1 A = p*- @’ - r“... seklinde asal ¢arpanlarina ayrilirsa bu saymnin Pozitif Tam Bolenlerinin
Say1s1 X, V, Z,... cinsinden nasil hesaplanir?

Verilen dogal say1 A = p*- q” - r“... seklinde asal ¢arpanlarina ayrilirsa

Ornek:

A ={1, 2,3, ..., n} kimesinin elemanlarini kullanarak a,a,a,..,a EAve olacak sekilde (al, T I a)

r

sirali r ‘lilerinin kaginda 1, 2, 3 ve 4’tin herhangi ti¢liniin arka arkaya bulunmadigini hesaplayiniz.
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Coézium:

n! permiitasyondan 1, 2, 3 ve 4’ten {i¢iiniin bir arada, geriye kalan elemanin da ayri sayildig1 durumlar ¢i1-
karilmalidir. 1, 2, 3 ve 4’ten bir tanesini 4 farkls sekilde segebiliriz. Kalan 3 say1 3! = 6 farkl sekilde dizilebilir.
Bu sekilde her durum (n - 2)! permiitasyon igermektedir. O halde 1, 2, 3 ve 4’ten ti¢liniin bir arada, geriye ka-
lan elemanin da ayri sayildig1 24 (n - 2)! durum oldugu hesaplanir. Bu ¢ikarma isleminde 1, 2, 3 ve 4’iin blok

hélinde olduklari iki kere ¢ikarilmis oldugundan istenilen sonug n! — 24(n - 2) + 24 (n - 3)! olarak hesaplanir.

Etkinlik Formu Soru 8

A =1{1,2,3,4,5, 6} kiimesinin dortlii permiitasyonlarinin kaginda 5 elemani bulunur?

Sirali #'liler a a a a

Alabilecegi farkli degerlerin sayisi

Coézum:

5 eleman1 mutlaka bulunacag igin yukarida belirtilen 4 farkli yerden birine yazilabilir. Bu 4 yerden her-
hangi birisine yazildiginda geriye {i¢ bos yer ve bes eleman kalir. Bu ti¢ yer P(5, 3) = 60 farkli sekilde dolduru-

labileceginden istenilen sonug 4 - 60 = 240 olarak hesaplanir.

Bu soruda istenilen sonug tiim dortlii permiitasyonlarin sayisindan igerisinde 5 bulunmz'lyan dortli per-
miitasyonlarin sayisi ¢ikarilarak da hesaplanabilir. Dortlii permiitasyonlarin sayisi P(6,4) = F = 360 seklinde
hesaplanir. iginde 5 elemani bulunmayan dértlii permiitasyon sayist kiimeden 5 elemaninin atilmasi duru-
munda geriye kalan 5 eleman ile yazilabilecek dortlii permiitasyonlarin sayisina esittir. Bu durum P(5, 4) =

120 olarak hesaplanabilir. Istenilen sonug 360-120=240 olarak hesaplanr.

Etkinlik Formu Soru 9

Fonksiyonlarin Sayisi

X X5 o0 X, EX olmak iizere n elemanli X kiimesinden, m elemanl1 Y kiitmesine tanimli herhangi bir
f: X =Y fonksiyonunun kag farkli sekilde tanimlanabilecegi hesaplanir. Her adiminda f(x,), f(x,), ..., f(x,)
degerlerinin sirayla m farkli sekilde belirlenebilecegi tablo yardimu ile belirlenir. Tim fonksiyonlarin sayis1 m"

olarak hesaplanir.

f(x,) fix) fix) fixy) fix)

f(x )'in alabilecegi farkh degerlerin sayisi m m m m
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Etkinlik Formu Soru 10

XXy e X, €X olmak tizere n elemanli X kiimesinden, m elemanl1 Y kiimeleri (n < m) verildiginde, 1-1 bir
f: X =Y fonksiyonunun taninmasi, her adimda sirasiyla f(x,), f(x,), ...., f(x,) degerlerinden birisinin tayin

edildigi bir islem olarak diistiniilebilir.

f(x) fix) fix) fix;) fix)

f(x )'in alabilecegi farkh degerlerin sayisi m m -1 m-2 m-n+1

[k adim i¢in m, ikinci adim i¢in m - 1 geklinde devam edildiginde son adim i¢in m - n + 1 farkli yol bu-

lunmaktadir. Carpma ilkesi kullanilarak, 1 - 1 fonksiyonlarin sayisinin P (m, n) oldugu goriiliir.

Permitasyon kavramu ile ilgili ek sorulara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 11, 12)

4'Un 2'li permiitasyonlarini blok ya da metin tabanl kodlama programi kullanarak bulunuz.

import itertools

liste=list(itertools.permutations([1, 2, 3, 4], 2))

print("4'tn 2'li permutasyonlart {}" .format(liste))

Program Ciktisi

4'tn 2'li permutasyonlart [(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (3,1), (3, 2), (3, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 3)]
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EK ETKiINLiK ONERISi

Arastirma Sorular:

+ Sagkin dizilislerin (Derangement) sayisi: A = {1, 2, 3, ..., n} kilmesinin bir 0,0, ... 0, permiitasyo-
nunda heri=1,2,...,ni¢in 0, # i ise, bu permiitasyona sagkin dizilis denir. Bu sagkin dizilislerin sayist
D, olarak ifade edilirse nasil hesaplanabilecegi sorulur ve aragtirilmasi saglanir. Saskin dizilis farkls
durumlarin ¢6ziimiinde model olarak karsimiza ¢ikar.

« 0/1 Dizileri: Farkli durumlarin ¢6ziimiinde her terimi 0 ya da 1 olan diziler model olarak kullanila-
bilmektedir. m tane 1 ve n tane 0 sembolii kullanilarak olusturulan dizilerle ilgili arastirma yapiniz.
Tekrarli permiitasyona drnek olarak 0/1 dizilerinin sayisinin nasil hesaplanabilecegine iliskin ¢ikarim-
larda bulununuz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinlik igerisinde verilmistir.
. Etkinlik icerisinde verilmistir.
. Etkinlik icerisinde verilmistir.

. 4:-3:-2-1=24

. Etkinlik icerisinde verilmistir.

. Etkinlik icerisinde verilmistir.
. Etkinlik icerisinde verilmistir.
. Etkinlik icerisinde verilmistir.

. P (10, 10) = 10! = 3628800 farkl1 kelime (anlaml1 veya anlamsiz) yazilabilecegi hesaplanir.

. Ege isimli gozlemci i¢in 2 farkli secenek vardir. Ege ya basa ya da sona yerlestikten sonra sirada 5

!
farkli yer ve 7 gozlemci kalir. Bu durumda istenilen cevap 2 -P(7,5) =2 - % = 7! olarak hesaplanir.
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Etkinlik Formu

1. (Pul yerlestirme oyunu) $ekilde gosterilen 1x3’litk bir 1zgara tizerine 3 pulun kag farkli sekilde
dizilebilecegini hesaplayiniz. Sonucu hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kul-
lanilarak doldurunuz.

z

Izgara kareleri

Yerlesebilecek pul sayisi

. (Pul yerlestirme oyunu) 1x2’lik bir 1zgara tizerine 3 pulun kag farkl: sekilde yerlestirilebilecegini

sayiniz. Sonucu hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullanilarak doldurunuz.

lzgara kareleri

Yerlesebilecek pul sayisi

. (Pul yerlestirme oyunu) 3 pul baslangicta asagidaki sekilde gosterildigi gibi 1zgara tizerinde sira-
styla X, Y, Z seklinde dizili ise higbirinin kendi yerinde olmadig: 3’lii dizilislerin sayisini hesaplayi-
niz. Sonucu hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullanilarak doldurunuz.

Izgara kareleri

Yerlesebilecek pul sayisi
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4. (Pul yerlestirme oyunu) 1x4’liik bir 1zgara iizerindeki 4 pulun kag farkli sekilde dizilebilecegini
hesaplayiniz. Sonucu hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullanilarak dolduru-
nuz.

lIzgara kareleri

Yerlesebilecek pul sayisi

. (Pul yerlestirme oyunu) 1x4’liik bir 1zgara iizerindeki 4 pulun hi¢bir pulun kendi yerinde (1zgara-
da baslangictaki yerinde) olmayacak sekilde kag farkli sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz. Sonucu
hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullanilarak doldurunuz.

Izgara kareleri

Yerlesebilecek pul sayisi

. A=1{1,2,3, ... n} kiimesinin elemanlarini kullanarak a, a, a,, ....., ar € A ve r < n olacak sekilde
(al, I I ar) sirali r'lilerinin kag farkli sekilde olusturdugunu hesaplayiniz. Sonucu hesaplamak
i¢in tabloyu garpma yoluyla sayma ilkesini kullanarak doldurunuz ve sonucu hesaplayiniz.

Sirali r ‘liler

Alabilecegi farkli degerlerin sayisi

7. B,I,L,S,E, M harflerinin 6’l1 permiitasyonlarindan olusan kelimeler alfabetik siraya gore diziliyor.

BiLSENM

a. 100. kelimenin son harfi nedir?

b. BILSEM kelimesi kaginci sirada bulunur?
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8. A={1,2,3,4,5, 6} kiimesinin dortlii permiitasyonlarinin kaginda 5 elemani bulundugunu asag-
daki tabloda bos birakilan yerleri doldurarak hesaplayiniz.

Sirali 4'[Gler

Alabilecedi farkli degerlerin sayisi

9. (Fonksiyonlarin Sayis1) X, X, ..., X € X olmak iizere n elemanli X kiimesinden, m elemanl1 Y kii-
mesine tanimli herhangi bir f: X = Y fonksiyonunun kag farkl: sekilde tanimlanabilecegini hesap-
layiniz. Sonucu hesaplamak i¢in tabloyu ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullanilarak doldurunuz ve

sonucu hesaplayiniz.

fix)

f(x )'in alabilecegi farkli degerlerin sayisi

10. (1-1 Fonksiyonlarin Sayis1) x, X, ...
(n < m) verildiginde, 1-1 bir f: X — Y fonksiyonunun tanimlanmasi, her adiminda sirayla f(x,),

f(x,), ..., f(x,) degerlerinden birisinin tayin edildigi bir islem olarak diisiiniilebilir. Bu fonksiyon

X EX olmak tizere n elemanli X ve m elemanli Y kiimeleri

kag farkli sekilde tanimlanabilecegini asagidaki tablo yardimiyla hesaplayiniz.

fix.)

fix)

fix)

fix)

f(x.)'in alabilecegi farkli degerlerin sayisi

m

m -1

m -2

1. PERMUTASYON kelimesindeki harflerin yerleri degistirilerek kac farkli kelime (anlamli veya an-

lamsiz) yazilabilir?

12. 3 kadin 5 erkek gozlemciden olusan bir grup gozlem yapmak

i¢in teleskop sirasina Efe isimli erkek gozlemcinin ya basta ya

da sonda olmasi sartiyla kag farkls sekilde dizilebilirler?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : TEKRARLI VE DONEL PERMUTASYON

MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Temel Sayma Yontemleri

KAZANIMLAR : 1. Tekrarli permutasyon kavrami ile ilgili uygulamalar yapar.
2. Dénel permutasyon kavrami ile ilgili uygulamalar yapar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, farkli boyutlarda i1izgaralar (1x6, 1x8 gibi farkli
boyutlar elde edilebilecek sekilde uc¢ uca eklenebilen 1zga-
ralar), hamle nesneleri (farkli renklerde pullar)

Etkinligin Amaci

Tekrarl ve donel permutasyon kavramlarinin aciklanmasinin hedeflendigi etkin-
likte, 6grencilerin tekrarli ve dénel permutasyonlarin hesaplamalari ile ilgili ¢calis-
malar yapmasi amaclanmistir.

Baslarken...

Pul yerlestirme oyunu belli kosullar altinda istenilen dizilimin kag farkl: sekilde hesaplanabilecegi ile ilgi-
lidir (Oyunun ilk asamasina permiitasyon etkinliginde yer verilmistir.). Oyunun ikinci asamasinda bir kismi
es olan n tane pulun (X, Y, Z,) 1xn’lik bir 1zgara {izerine kag farkl: sekilde yerlestirilebileceginin hesaplanmasi
gerekmektedir. Daha az sayida pul ve daha kiigiik boyutta 1zgara tizerinde bu dizilimin kag farkli sekilde he-
saplanabilecegini somut materyaller kullanilarak deneyiniz. $ekilde verilen 4 pulun (X, X, Y, Z) 1x4’lik bir

1zgara lizerine kag farkls sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

‘e HEEN
® @

Ovyunun ilerleyen asamalarinda dort pul (X, Y, Z, U) bir ¢ember etrafina dizilmek istenilirse diiz siralama-

ya gore neler degismektedir?
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Tekrarli Permttasyon

Etkinlik-Pul Yerlestirme Oyunu ikinci Asama

Sekilde verilen 4 pulun (X, X, Y, Z) 1x4'lik bir 1zgara izerine kag farkl sekilde dizilebilecegi somut
malzemeler kullanilarak sayilir. Ozdes olmayan X pullari (farkli renkte olmalari durumu vb.) ile zdes
X pullarinin siralanmasi arasinda nasil bir farkliik olduguna iliskin gikarimlar yapilmasi tabloda bog
birakilan yerlerin doldurulmasi ile saglanir.

X, XY, Z
X, XY, Z
Y, X, X, Z
Y, X, X, Z

Farkl diziliglerin sayisi: 24 Farkl dizilislerin sayisi: 12

X, X, Y, Z pullarinin 4'li her dizilisinde 6zdeg X pullarinin kendi arasinda yer degisimi ayni siralamayi

verdigi igin 2 kere sayilir. O hélde 4 pulun (X, X, Y, Z) 1x4'lik bir 1zgara Uzerine 41~ 12 farkh sekilde
dizilebilecegi hesaplanir.

TAGIC

Tekrarli Permiitasyon: Birinci gesitten 7, ikinci gesitten n,, x’inci gesitten n_tane bulunan x gesit
nesnenin kag farkl sekilde siralanabilecegini ifade eden say1iya tekrarli permiitasyonlarinin sayist denir.

n!

Fnlnl) olarak hesaplanir.

Toplam n, + n, + - + n_= n nesne varsa bu sonug
x (n,

Pul yerlestirme oyununun ikinci asamasinda pul sayilarini arttirarak sonuglarin hesaplanmasi-
na yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 2-4)

Pul yerlestirme oyununun ikinci agamasinda pul sayilarin1 genellestirerek sonucun matema-
tiksel olarak ifade edilmesine yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5)

Pul yerlestirme oyunundan elde ettiginiz ¢ikarimlardan hareketle m tane 1’in ve n tane 0’1n bir sirada kag
farkls sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

(m +n)!

- sonucu tizerinden 0/1 dizilerinden bahsedilir

386



SONLU MATEMATIK

p ARASTIRMA

ileri Arastirmaya Yénlendirme: Farkli durumlarin ¢c6zimunde her terimi O ya da 1
olan diziler (0/1 Dizileri) model olarak kullanilabilir. Arastiriniz.

Ornek:

Asya, Basak ve Can toplamda yedi kisinin bulundugu bir market kuyrugunda beklemektedirler.

a. Bu kuyruktaki farkli siralamalarin kaginda Asya, Basaka gore kasaya daha yakindir?

b. Bu kuyruktaki farkli siralamalarin kaginda kasaya yakinlik siralamasinda Asya, Basak ve Can

siralamasi vardir?

Ccoézum:

Permiitasyon kavramindan 7 kisinin yan yana siralanmasinin 7! farkli sekilde olabilecegi hesaplanir.

a. Iki kisinin kendi aralarindaki siralamasi 2! olup fazla siralamay1 saymamak igin (Asya Bagak’a gore
kasaya daha yakin olacag1 icin kendi aralarinda siralamalarinin degismemesi) bolme islemi yapilir.

Sonug Z—: olarak hesaplanir.

b. Ug kisinin kendi aralarindaki siralamasi 3! olup fazla siralamayi saymamak icin (Asya, Bagak ve Can

isimli kisilerin kendi aralarinda siralamalarinin degismemesi) bélme islemi yapilir. Sonug Z—: olarak
hesaplanir. '

Ornek:

Matematik kelimesindeki harflerin yerleri
degistirilerek kag farkli kelime (anlamh

MATEMATIK

veya anlamsiz) yazilabilir?

Coézum:

/

Tekrarl1 permiitasyon ile sonug 2,3—,2, olarak hesaplanir.
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T —— e

Tekrarli permitasyon ile ilgili benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6)

a. Adan B'de bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin kag farkli yoldan

gidebilecegini hesaplayniz.

A'da bulunan turistin antik kente en kisa yoldan gidebilmesi igin sadece kuzey (K) T ve dogu
(D) — yonlerini kullanmasi gerekir.

A

>
>

Sayma Yoluyla Hesaplama

Bu yollardan bir tanesi sirasiyla KKKDDDKDDKD yoénlerinde
ilerlemesi olabilir. Farkl yollar yazilmasi ve bu yollarin hepsinde
6 adet D ve 5 adet K kullanildiginin gérilmesi saglanir. Bu
durumda istenilen cevap 6 adet D ve 5 adet K harfinin
yan yana kag farkh sekilde siralanabileceginin bulunmasidir.

1
6! - 5!

istenilen cevap

= 462 olarak hesaplanir.
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. Adan Bde bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin Cdeki meydana
ugramak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayiniz.

Asagidaki tablo A-C ve C-B yollarinin kag farkl sekilde gidilebilecegini gostermektedir. Carpma
yoluyla sayma ilkesi kullaniarak A-B yolunun kag farkli sekilde gidilebilecegi — 4~ . — 71 =210

20-21 413l
olarak hesaplanir.

W e 4' 7I
Kag farkh sekilde gidilebilir?

Sayma Yoluyla Hesaplama

Sayma Yoluyla Hesaplama

1
1
1 1

. Adan B'de bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin Cdeki meydana ve
D'deki muizeye ugramak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayiniz.

Asagidaki tablo A-C, C-D ve D-B yollarinin kag farkh sekilde gidilebilecegini géstermektedir.
Carpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak A-B yolunun kag farkh sekilde gidilebilecegi
41 31 4l
20-21° 21 21-2!

Kag farkl sekilde gidilebilir?

=108 olarak hesaplanir.

2' 2' 2! 2' 2'

1 1
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d. Adan Bde bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin D'deki mizeye
ugramamak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayniz.

Asagidaki tablo A-B ve A-D-B yollarinin kag farkli sekilde gidilebilecegini géstermektedir.

Carpma yoluyla sayma ilkesi kullanilarak A-D ve D-B yolunun kag farkl sekilde gidilebilecegi

4!7!_31. 2|4!2l olarak hesaplanir.

. . _ m _ 7t 3
Tuim yollarin sayisindan D’ye ugranan yollarin sayisi ¢ikarilarak sonug .5 2.3 2

hesaplanir.

o
Kag farkl gekilde gidilebilir? 6.5l 4' 3| ﬂ

Tekrarli permitasyon ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 7) I

Kavsak Gegisi

Sekilde bir kismi gorinen kavgakta
sarinin arkasinda 3 sari, kirmizinin arkasinda
4 kirmizi ve mavinin arkasinda 2 mavi
araba beklemektedir. Ayni renk arabalarin
birbirini gegmemesi ve beyaz araba sabit
kalmak sarti ile diger tim yonlerdeki
arabalarin beyaz arabanin bulundugu
yola kag farkli sekilde ilerleyebileceklerini
hesaplayiniz.

flerleyecek arabalarin sayisi 4+5+3=12

olur. Tekrarl permitasyon ile istenilen

— 121 jarak hesaplanir.

ERLTI=TIEY
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Tekrarli permiitasyon ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8-11)

Boy Sirasi

Her biri farkl boyda olan n kigi, en uzun kiginin her iki yoniinde de boy uzunluklari azalacak sekilde
siralanacaktir. Bu siralama kag farkl sekilde yapilabilir?

En uzun kisi ile en kisa kigi arasindaki her iki sirada da boy uzunluklarinin azalacagi sekilde bir daire
kag farkli sekilde olusturabilir? Daire olmasi durumunda diiz siralamaya gore neler degismektedir?

1 2 2 2

ikinci en uzun kisi en Uglincii en uzun kisi
uzun kiginin her iki ta- en uzun kisinin her iki
rafina da gegebilir. tarafina da gecebilir.

Her iki tarafa da ge-
gebilir.

Sadece ortada dura-
bilir.

Tablo yardimiyla istenilen cevap 2" olarak hesaplanir.

1 1 2 2 2

fkinci en uzun Ugiincti en uzun

kisi en uzun kisi- kisi en uzun kisi- Her iki tarafa da
nin her iki tarafi- nin her iki tarafi- gecebilir.

na da gecebilir.  na da gecebilir.

Dairede en uzun
kisiden  sonra
yerlestirilir.

Dairede ik yer-
legtirilir.

Tablo yardimiyla istenilen cevap 2" olarak hesaplanir.
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Dénel Permitasyon

Pul Yerlestirme Oyunu Uglincii Asama
(Etkinlik Formu Soru 12)

Sekilde verilen 4 pulun (X, Y, Z, U) bir cember etrafina kag farkh seklinde dizilebileceklerini
hesaplayiniz. Cember Uzerinde pullarin farkh diziligleri somut materyallerle deneme yapilarak
hesaplanir.

U, X, Y, Z pullarinin bir cember etrafina UXYZ, XYZU, YZUX ve ZUXY seklinde diziligleri agagidaki
sekiller Gizerinden incelenerek ayni kabul edilir. Fakat YXUZ diziliginin farkh bir dizilis oldugu belirlenir.

/@\ /@\ /@\ /@\
P %7 %” %7

Elimizdeki nesnelerin bir cember etrafina dizilisinde, dikkate alinan tek husus yerlestirilen

nesnelerin birbirlerine gére konumu ise donel permitasyon adi verilir. Aksi belirtimedikce yansimayla
elde edilenler hesaba katimaz. Ornegin n farkl nesneden herhangi birisi gember {izerinde sabitlenip
referans noktasi olarak kabul edilirse, geri kalan n - 1 nesnenin miimkiin her diziligi ile bu n nesnenin
bir donel permitasyonunu elde ederiz. Boylece, n nesnenin donel permiitasyonlarinin sayisi (n - 1)!
olarak elde edilir. Bu baglamda istenilen pul dizilimi (4 - 1)! = 6 olarak hesaplanir.

— TR0

Donel Permiitasyon: a , a, a,, ... a_nesnelerinin bir gember etrafina dizilimlerinde a, nesnesini refe-

rans kabul edersek diger nesneler saat yoniinde (n -1)! farkli sekilde siralanabileceginden a, a, a,, ... a,

nesnelerinin ¢ember etrafina dizilimleri sayis1 da (n -1)! olarak bulunur.

Her biri farkli renkte olan 5 tane X ve 5 tane Y pulunun herhangi iki X pulu arasinda bir Y pulu olmas:

sartiyla bir cember etrafina kag farkl seklinde dizilebileceklerini hesaplayiniz.
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Once X pullar yerlestirilir ve 4! farkli sekilde dizilebilecekleri hesaplanir. X pullarinin yerlegmesi duru-
munda aralarinda 5 bos yer olusur. Belirtilen sartin saglanmasi bes bos yerin her birine Y pulunun yerlestiril-
mesi ile saglanir. Istenilen sonug 4! - 5! = 2880 olarak hesaplanur.

Ddnel permitasyon ile ilgili benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 14)

Bes farkli renkte X pulu ve alt1 farkli renkte Y pulunun her X pulunun her iki yaninda Y pulu olmas: sar-
tiyla bir gember etrafina kag farkli seklinde dizilebileceklerini hesaplayiniz.

Once X pullari yerlestirilir ve 4! farkli sekilde dizilebilecekleri hesaplanir. X pullari arasinda 5 bos yer olu-
sur. Bos yerlerden bir tanesine 2, digerlerine bir Y pulu yerlesirse istenilen sart saglanmig olmaktadir. Tki Y
pulunun yerlesecegi yer 5 farkli sekilde segilir. Bu secimden sonra Y pullar1 6! farkls sekilde dizilirler. Istenilen
cevap 4! - 5! - 6! = 86400 olarak hesaplanir.

Ddnel permitasyon ile ilgili benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 16)

Gokyuzi Gozlemi

7 kigilik bir gézlem grubunun 2 sene boyunca halka seklinde gozlem yaparken her giin bagka
bicimde dizilmig olmalarinin miimkiin olup olmadigini hesaplayiniz.

Bu grubun donel permitasyon sayisi 6! = 720 olup 2 yilda en az 730 gin bulundugundan, her
gin bagka bicimde dizilmis olamazlar. Ama eger halka degil sira seklinde dizilselerdi 7! = 5040

farkl sekilde siralanacaklarindan, 13 sene (en fazla 4749 giin) boyunca her giin farkh bir dizilis

deneyebileceklerdi.

Donel permiitasyon ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 17-19)
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EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorulari

o 0/1 Dizileri: Farkli durumlarin ¢6ziimiinde her terimi 0 ya da 1 olan diziler model olarak kullanila-
bilmektedir. m tane 1 ve n tane 0 sembolii kullanilarak olusturulan dizilerle ilgili arastirma yapiniz.
Tekrarli permiitasyona 6rnek olarak 0/1 dizilerinin sayisinin nasil hesaplanabilecegine iliskin ¢ikarim-
larda bulununuz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Cevabi etkinlik igerisinde verilmistir.
. 30
. 210

. 1260

(m+mn)!
(m!-n!)

. P (10, 10) = 10! = 3628800 farkli kelime (anlaml1 veya anlamsiz) yazilabilecegi hesaplanr.

14!
816!
6! 8!
T41-20 414!
6! 41 41
T41.20 2021 2142
141 100 4l
“8l-6! 6!-41 2121
11!
T 316021

. 5-4-3-41=1440

. Efe isimli gozlemci i¢in 2 farkli segenek vardir. Ege ya basa ya da sona yerlestikten sonra sirada 5

!
tarkli yer ve 8 gozlemci kalir. Bu durumda istenilen cevap 2 - P(8,5) =2 - %: 8! olarak hesaplanir.

. Tim rakamlar birbirinden farkli olsa 10! sekilde farkli 10 basamakli say1 yazilabilir. Bu dizi-
limlerden herhangi birinde 1’ler kendi aralarinda 2!, 2’ler kendi aralarinda 4! ve 3’ler kendi
aralarinda 3! farkli sekilde dizilirler ancak bu dizilimlerin hepsi ayni sayry1 verir. Istenilen ce-

10! )1
vap =12600dir.
2!-4!-3!
. Cevabu etkinlik icerisinde verilmistir.
. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.
. 4!- 51 =2880

. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.

. 41-5!- 6! =86400
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17. Yuvarlak masa etrafina 6nce erkekler yerlestirilir ve 6! farkli sekilde oturabilecekleri hesaplanir.
Erkeklerin yerlesmesi durumunda aralarinda 6 bos yer olusur. Bos yerlerden 4 tanesine birer kadin
oturursa istenilen cevap 5! - 6 - 5- 4 - 3 = 43200 olarak hesaplanir.

. Evli ciftlerin her biri ayr1 bir grup kabul edilip 3! farkl: sekilde yuvarlak masa etrafina oturabile-
cekleri hesaplanir. Ayrica her ¢ift kendi aralarinda yer degisimleri sebebiyle 2 farkli sekilde otura-
bilirler. istenilen cevap 3! - 2* = 96 olarak hesaplanur.

. Evli giftlerin her birini bir grup kabul edersek bu gruplar yuvarlak masa etrafina 3! farkl sekilde
oturabilirler. Siralamanin bir kadin bir erkek seklinde olmast i¢in eslerden birindeki kadin erkek
siralamasi ile digerlerindeki ayn1 olmali. Dolayisiyla tiim esler kendi iglerinde sadece 2 farkl sekil-
de siralanabilirler. Bu durumda cevap 3! - 2 = 12 olur.
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Etkinlik Formu

‘e HEEN
® @

Pul yerlestirme oyununda sekilde verilen 4 pulun (X, X, Y, Z) 1x4’liikk bir 1zgara iizerine kag farkl
sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz. Ozdes olmayan X pullar (farkli renkte olmalar1 durumu vb.)
ile 6zdes X pullarinin siralanmasi arasinda nasil bir farklilik oldugunu tabloda bos birakilan yerleri
doldurarak belirleyiniz.

Sira sizde ... Sira sizde ...

Farkl dizilislerin sayisi: ... Farkl diziliglerin sayist: ...

. Pul yerlestirme oyununda 5 pulun (X, X, Y, Y, Z) 1x5’lik bir 1zgara tizerine kag farkl: sekilde dizile-
bilecegini hesaplayiniz.

. Pul yerlestirme oyununda 7 pulun (X, X, Y, Y, Z, Z, Z) 1x7’lik bir 1zgara tizerine kag farkl sekilde
dizilebilecegini hesaplayiniz.

. Pul yerlestirme oyununda 9 pulun (X, X, X, Y, Y, Y, Y, Z, Z) 1x9’luk bir 1zgara iizerine ka¢ farkli se-
kilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

. Pul yerlestirme oyununda m tane X pulunun ve n tane Y pulunun 1x(m+n)’lik bir 1zgara tizerine kag
farkls sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

. PERMUTASYON kelimesindeki harflerin yerleri degistirilerek kag farkli kelime (anlamli veya an-
lamsiz) yazilabilir?

397




MATEMATIK

7. Asagidaki gizgiler antik kentin birbirini dik kesen sokaklarini temsil etmektedir. A’dan B’de bulu-

nan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin kag farkli yoldan gidebilecegini hesap-

layiniz.

a. Yukaridaki sekil antik kentin birbirini dik kesen sokaklarini temsil etmektedir. A’dan B’de

bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin kag farkli yoldan gidebilecegini
hesaplayiniz.

b. A’dan B’de bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin C’deki meydana

ugramak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayiniz. Sonucu hesaplamak i¢in tablo-
da bos birakilan yerleri doldurunuz ve ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullaniniz.

Kac farkli sekilde gidilebilir?

c. A’dan B’de bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin C’deki meydana ve

D’deki miizeye ugramak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayiniz. Sonucu hesap-
lamak i¢in tabloda bog birakilan yerleri doldurunuz ve ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullani-
niz.

Kac farkli sekilde gidilebilir?

d. A’dan B’de bulunan antik tiyatroya en kisa yoldan gidecek olan bir turistin D’deki miizeye ug-

ramamak sartiyla kag farkli yoldan gidebilecegini hesaplayiniz. Sonucu hesaplamak igin tablo-
da bos birakilan yerleri doldurunuz ve ¢arpma yoluyla sayma ilkesini kullaniniz.

Kag farkli sekilde gidilebilir?
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8. Sekilde bir kismi goriinen kavsakta beyazin arkasinda
2 beyaz, kirmizinin arkasinda 5 kirmizi ve mavinin

. (l) 0.

arkasinda 1 mavi araba beklemektedir. Ayn1 renk ara-
balarin birbirini gegmemesi ve sar1 araba sabit kalmak
sart1 ile diger tiim yonlerdeki arabalarin sar1 arabanin
bulundugu yola kag farkl: sekilde ilerleyebileceklerini
hesaplayniz.

. 4 erkek ve 4 kadinin herhangi iki erkek yan yana olmamak sartiyla kag sekilde siralanabilecegini
hesaplayiniz.

. 3 kadin 5 erkek gézlemciden olusan bir grup gozlem yapmak icin teleskop sirasina Efe isimli erkek
gozlemcinin ya basta ya da sonda olmasi sartiyla kag farkli sekilde dizilebilirler?

. 1122223334 sayisindaki rakamlar kullanilarak kag farkli 10 basamakli say1 yazilabilir?

®
@ ®
@

. Pul yerlestirme oyununda sekilde verilen 4 pulun (X, Y, Z, U) bir ¢ember etrafina kag farkl seklinde
dizilebileceklerini hesaplayiniz.

. Her biri farkli renkte olan 5 tane X ve 5 tane Y pulunun herhangi iki X pulu arasinda bir Y pulu
olmast sartryla bir cember etrafina kag farkli seklinde dizilebileceklerini hesaplayiniz.
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. 5 erkek ve 5 kadinin herhangi iki erkek arasinda bir kadin oturmasi sartiyla yuvarlak bir masa etra-
fina kag farkl: sekilde oturabilecegini hesaplayiniz.

. Bes farkli renkte X pulu ve alt1 farkli renkte Y pulunun her X pulunun her iki yaninda Y pulu olmasi
sartiyla bir gember etrafina kag farkli seklinde dizilebileceklerini hesaplayiniz.

. 5 erkek, 6 kadinin her erkegin her iki yaninda kadin olmas: sartiyla yuvarlak bir masa etrafina kag
farkli sekilde oturabileceklerini hesaplayiniz.

. 6 erkek, 4 kadinin herhangi iki kadin yan yana gelmemek sartiyla yuvarlak bir masa etrafina kag
farkls sekilde oturabilirler?

. 5 evli gift esler yan yana olmak sartiyla yuvarlak bir masa etrafina kag farkl: sekilde oturabilirler?

. 5 evli ¢ift esler yan yana olmak ve her erkegin her iki yaninda kadin olmak sartiyla yuvarlak bir masa
etrafina kag farkli sekilde oturabilirler?
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[=]iT [=]

Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI : KOMBINASYON
MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Temel Sayma Yontemleri
KAZANIMLAR : 1. Kombinasyon kavramini aciklar.

2. Permutasyon ve kombinasyon hesaplari yapmayi gerek-
tiren problem kurar ve ¢cozer.

3. Kombinasyon kavraminin ozelliklerine iliskin ¢ikarimlar-
da bulunur.

SURE : 4 ders saati
KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, halka seklinde 1zgaralar, farkli uzunluklarda
cubuklar (halkalarin capini gecmeyecek sekilde uzunluklari
halkalara gore ayarlanabilen)

Etkinligin Amaci

Alt kUme sayisindan hareketle kombinasyon kavraminin aciklanmasinin hedeflen-
digi bu etkinlikte, n elemanli bir kUmenin r tane elemaninin kag farkli sekilde secile-
bilecegine ait calismalar yapilacaktir. Permutasyon ve kombinasyon hesaplamalari
arasindaki iliskinin kurulmasi amaclanmistir. Bu amag ile permutasyon ve kom-
binasyon hesaplamalari yapmayi gerektiren problemler kurulmasi ve ¢ozulmesine
yer verilmistir. Geometrik kombinasyon ile ilgili problemler ¢ézulmesi ve kombinas-
yon kavraminin &zelliklerinin kavratilmasi da hedeflenmistir. Etkinlikte, O!=1 olarak
kabul edilmesinin kombinasyon bagintisinin bir sonucu olduguna iliskin ¢ikarimlar
yapilmasi beklenilmektedir.

Baslarken...

Asya ’Segilis’ isimli oyunu oynamaktadir. Bu oyunda bir ¢ember iizerinde 8 beyaz
nokta isaretlidir. Asya bu noktalardan (daha once birlestirilmemis olan) herhangi iki
tanesini seger, sectigi her iki noktay: da siyaha boyayarak bir dogru pargasi ile birlesti-

rir. Dogru pargalarinin birbirleri ile kesismemelerine dikkat eder. Oyunun ilk agama-
sinda bir cember tizerinde 8 farkli noktanin ikiserli birlestirilmesi ile olusan ve birbir-
leri ile kesismeyen 4 dogru parcasinin kag farkli sekilde cizilebileceginin gosterilmesi

gerekmektedir. Oyunun agamalarinda ilerledikge gember tizerindeki nokta sayusi art-
makta ve farkli kosullarda birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen geometrik sekillerin kag farkli

sekilde ¢izilebilecegi tizerine hesaplama yapmak gerekmektedir. Asya bu oyunun ilk asamasini nasil ¢éztimler?
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Segilis Oyunu

Bir gember Uzerinde 8 farkli noktanin ikigerli birlestirilmesi ile olugan ve birbirleri ile kesismeyen
4 dogru pargasi kag farkl sekilde cizilebilir?

Bu etkinlik icin malzemeler kullanilarak farkh denemeler yapilir, tim olasi durumlar incelenir ve

asagidaki sekilde gosterilen 14 farkli parcalanigin yapilabilecegi gésterilir.

Sekil. Sekiz nokta ve 4 dogru pargasl igcin ¢6zim

Bu oyunda ilerlemek igin hesaplama yapmak bu noktalarin ikili kag farkl sekilde segilebilecegi ile
ilgilidir. Nokta sayisinin ve parcalanig biciminin farkl oldugu durumlarda tek tek sayarak hesaplamanin
zor olacag belirtilir. Nokta sayisinin daha biyuk oldugu durumlarda nasil hesaplama yapilabilecegine
iliskin yorumlar yapilmasi saglanir.

Etkinlik Formu Soru 1’e yer verilir.

p ARASTIRMA

Ek Etkinlik ve Arastirma Sorularina Yonlendirme: Nokta sayisinin daha buUyUk oldugu du-
rumlarda (10, 12...) nasil hesaplama yapilabilir?

402



SONLU MATEMATIK

Bir ¢ember iizerinde 9 farkli noktanin ticerli birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen 3 iiggen
kag farkl: sekilde ¢izilebilir?

Bu etkinlik i¢in malzemeler kullanilarak farkli denemeler yapilir, tiim olasi durumlar incelenir ve agagidaki
sekilde gosterilen 12 farkli parcalanisin yapilabilecegi gosterilir.

22007,
SINVAY,
O QU
Bl

Sekil. Dokuz nokta ve 3 Ug¢gen icin ¢dozUm

Bu oyunda ilerlemek i¢in hesaplama yapmak bu noktalarin tiglii olarak kag farkl: sekilde segilebilecegi ile
ilgilidir. Noktalarin ya da nesnelerin kag farkli sekilde segilebilecegi kombinasyon kavramu ile ilgilidir. Nokta
sayisinin ve parcalanis bi¢ciminin farkli oldugu durumlarda tek tek sayarak hesaplamak zordur. Bu etkinlikten
yola ¢ikilarak 6grencilerin kombinasyon kavramu ile ilgili ¢ikarimda bulunulmasi saglanir.

/—P ARASTIRMA

Ek Etkinlik ve Arastirma Sorularina Yonlendirme: Bir cember UGzerinde farkli sayida nok-
tanin (12, 15,...) Ggerli birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen Ucgenler kag farkli
sekilde cizilebilir?

Nokta sayisinin ve pargalanis bi¢ciminin (U¢gen, dortgen,..) daha farkli oldugu durumlarda
nasil hesaplama yapilabilir?

Oyunun etaplarinda ilerlemek ve hesaplamayi kolaylastiracak sekilde genellemelere ulasil-
masi mUumkundur. Bu gibi durumlarin cézumunde adini matematik¢i Eugene Charles Cata-
lan (1814-1894)'dan alan Catalan sayilari model olarak karsimiza ¢cikmaktadir. Nokta sayisi ve
noktalarin hangi sekilde birlestirilecedi gibi kosullar degistirilerek farklh problemler Uretiniz
¢codzUmleri inceleyiniz ve genellemeye calisiniz. Catalan sayilari ve bu oyunun nasil iliskili ola-

Qlecegi ile ilgili arastirma yapiniz. /
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n Elemanl Bir Kimenin r Tane Elemaninin Segilisi

A={1,2,3,4,5,6, 7, 8} kimesinin bes elemanl alt kimelerinin sayisini bulunuz?

8 elemanli bir A kimesinin 5 elemanli her alt kiimesi, A kiimesindeki elemanlarin 5'li bir segiligini
verir. Bu segilislerin sayisi C(8,5) olarak ifade edilirse sonug iki adimli bir islem olarak hesaplanir:

1. Adm: A kiimesinden 5 elemanin segilmesi.

2. Adm: Segilen 5 elemanin dizilmesi. 5!

Bu iki adim sonunda 8 elemanin bir permitasyonu elde edileceginden iglemin sonuglanabilecegi
durumlarin sayisi P(8,5) dir. Birinci adim C(8,5) farkl yoldan; ikinci adim da 5! farkl yoldan
gerceklestirilebileceginden, carpma ilkesi geregince, P(8,5) = 5! -+ C(8,5) olur ve segiliglerin sayisi

P(85) 8!

C85)=—5 =518 -5y

= 56 olarak hesaplanir.

—TADIQ

Alt Kiime Sayisindan Hareketle Kombinasyon Tanimu: Birbirinden farkli n nesneden herhangi r ta-
nesinin olusturdugu topluluga bu nesnelerin r’li bir segilisi (r'li kombinasyonu) adi verilir. n elemanli bir
A kiimesinin r elemanli her alt kiimesine, A kiimesindeki elemanlarin r’li bir segilisi (r'li kombinasyonu)
ad1 verilir ve C(n, r) ile gosterilir. C(n, r) sayisinin iki adimli bir iglem olarak hesaplayabilecegi agiklanir:

1. Adim: A kimesinden r elemanin secilmesi. C(n,r)

2. Adim: Secilen r elemanin dizilmesi. r!

Bu iki adim sonunda n elemanin bir permiitasyonu elde edileceginden islemin sonuglanabilecegi du-

rumlarin sayis1 P(n,r)dir. Birinci adim C(n,r) farkli yoldan; ikinci adim da r/ farkli yoldan gergeklestiri-

lebileceginden, ¢carpma ilkesi geregince, P (n,r) = r! - C(n,r) olur ve kombinasyolarin sayis1

P(nr) _  nl
r! rl(n -

C(n,r) = ol olarak hesaplanir.
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Ornek:

A = {a, b, ¢, d, e, f} kiimesinin bes elemanli alt kiimelerinden kaginda c elemani bulunur?

cozum:
¢ eleman1 mutlaka bulunacagi i¢in geriye kalan 5 elemandan 4 tanesini segmeliyiz.

C(5,4) = 5 farkli sekilde se¢im yapilir.

Ornek:

A =1{1,2,3,..,20} kiimesinin ti¢ elemanl ve elemanlarinin ¢arpimi 4 ile boliinen alt kiimelerinin sayisini
bulunuz.

Coézum:

Tiim 3 elemanli kombinasyonlardan elemanlar: carpimi 4 ile boliinmeyenler ¢ikarilir.

Tiim 3’lii kombinasyonlarin sayisi C(20,3) = 1140

1. Durum: Carpimlari 4 ile béliinmeyen ii¢ tam sayinin hepsi C(10,3) =120
tek say1 olmalidur.

2. Durum: Carpimlari 4 ile béliinmeyen ii¢ tam sayinin bir ta- 5.C(10,2) = 225
nesi dorde boliinmeyen bir ¢ift say1 olup diger ikisi
tek say1 olmalidir. Kiimede 5 tane 4 ile boliinmeyen
gift say1 vardir.

1140 - 120 - 225 = 795 olarak hesaplanir.

Ornek:
Asya, Basak, Cemre, Doruk, Ekin, Fatmanin bulundugu 6 kisilik gruptan 1 bagkan, 1 bagkan yardimcisi ve

2 sekreter kag farkl: sekilde secilebilir?
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Gorev paylagiminin gergeklestirilmesi,

1. Asama Baskanlik segimi Ce1)=6
2. Asama Baskan yardimciligi segimi c(51 =5
3. Asama Sekreterlik se¢imi C(4,2)=6

Carpma ilkesi kullanilarak sonug 6 . 5. 6 = 180 olarak hesaplanir.

Ornek:

7 erkek ve 4 kiz 6grenci herhangi iki kiz 6grenci yan yana oturmamak sart1 ile bir siraya kag farkli sekilde
oturabilirler?

Ug adimli bir islem tanimlanir:

1. Asama Erkek 6grencilerin siralanmasi 7! farkli yol

Yan yana oturan erkek 6grencilerin aralarindaki 6 bosluk ile iki
ucta oturanlarin yanlarindaki 2 bosluktan ibaret toplam 8 mum-

2.Asama ki konum arasindan kizlarin oturacadi 4 yerin secilmesi C (8, 4) yol
-E-E-E-E-E-E-E-
3.Asama  Secilen 4 konuma kiz 6grencilerin yerlestirilmesi 4! farkli yol

8!7!

Carpma ilkesi kullanarak sonug C(8,4) 7! 4! = olur.

Ornek:

Pul yerlestirme oyununda (tekrarli permiitasyon etkinligi) 9 pulun (X, X, Y, Z, A, B, C, D, E) 1x7’lik bir
1zgara tizerine kag farkli sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

Ccozum:
|
1. Durum: Y, Z, A, B, C, D, E pullarindan ikisi digsarida birakildiginda, geriye kalan 7 pul % farkli sekilde

dizilebilir. Disarida birakilan pullar i¢in de C(7,2) = 21 farkli se¢imimiz oldugundan bu tiir dizi-

7!
liglerin sayis1 21 - o olur.

2. Durum: Disarida kalan pullarin birisi veya her ikisi de X oldugundan geriye kalan 7! farkli bicimde dizile-
bilir. En az bir tanesi X olmak iizere, disarida kalan iki pulu secebilecegimiz dizilislerin sayisi da 8
oldugu i¢in bu tiir dizilisler 8.7! tanedir.

Sonugc:

!
21 % +8-7l= 32—? 7! olarak hesaplanir.
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4'Un 2'li kombinasyonlarini blok ya da metin tabanl kodlama programi kullanarak bulunuz.

import itertools
liste=list(itertools.combinations([1,2,34], 2))

print("4’tn 2'li kombinasyonlari {}" .format(liste))

Program Ciktisi
4'tn 2'li kombinasyonlari [(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)]

Kombinasyon kavramu ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3-7) I

Secilis Oyunu (Ugiincii Asama)

Asya ile Bagak bir oyun oynamaktadirlar. Bir cember lzerinde 98 beyaz nokta isaretlidir. Asya ile
Basak sirastyla bu noktalardan (daha 6nce birlestiriimemis olan) herhangi iki tanesini seger, segtigi
her iki noktayr da siyaha boyayarak bir dogru pargasi ile birlegtirir. Son beyaz noktayi boyayan
oyuncu oyunu kazanir. flk hamleyi Asya yaptigina (oyuna ilk bagladigina) gére hangi oyuncu galibiyeti
garanti edecek bir yol izleyebilir?

Sona kalan ¢ beyaz noktadan herhangi bir tanesine dokunan oyuncu oyunu kaybeder. Bu durum
iki agamada agiklanr:

a. Eger bu noktalardan iki tanesini birlestirirse 6biur oyuncu sona kalan beyaz noktay secer ve
oyunu kazanmayi garantiler.

b. Eger bu noktalardan birisini daha 6nceden segilmig olan noktalardan birisi ile birlestirirse obur
oyuncu geriye kalan iki beyaz noktayi secer ve oyunu kazanmay: garantiler.

95 nokta ile kag farkl dogru pargasi cizilebilecegi C(95,2) = LZ% = 4795 olarak hesaplanir.

Sonug tek sayi oldugundan Asya ilk 95 noktanin tamamlandigi bitin dogru pargalari gizilinceye kadar oyunu
surdiirir. Boylece Bagak'i son ui¢ beyaz noktadan birisini secmeye zorlar. Oyunu kazanmayi garantiler.
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Kombinasyon ile ilgili oyun sorularina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 8) I

Disblikey Cokgenin Késegen Sayisi
Ornek:

20 kenarli bir digbiikey cokgenin kdsegen sayisini hesaplayiniz?

Coézum:

Cokgenin herhangi iki kdsesinin se¢imi C(20,2) olarak hesaplanir. Ardisik késelerin segilmis olmasi duru-

munda ise bu se¢imler ¢okgenin kenarlaridir. Oyleyse tiim secimlerden ¢okgenin kenar sayisinin ¢ikarilmasi
20.17
2

gerekir. Istenilen sonug C(20,2) - 20 = = 170 olarak hesaplanir.

Cokgenlerin kdsegen sayilan ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 9) I

s 1ANIM

n Kenarli Bir Disbiikey Cokgenin Kosegen Sayisi: Herhangi iki kosenin kag farkli sekilde segilebile-

cegi belirlenir ve bu sonugtan kenar sayisi ¢ikarilir. Istenilen sonug

n.(n-3)

C(n2)-n= >

olarak hesaplanir.

Kombinasyon Kavraminin Temel Ozellikleri

1. C(n, r) ile C (n, n - r) sonuglarini hesaplayarak karsilagtiriniz.

nl n! n!
Cln, r) = - V¢ Cln,n - r) = (n-r)ln--r) ~ (n-r)rl

C(n, r) = C(n, n -r) olur.

olarak hesaplandigindan

e C(n,r)=C(n,n-r)
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Alt Kiime Sayisiyla fligkilendirme

érnegin r = 1 durumu: n elemanl kiimenin bir elemanli alt kimelerinden her birisi, kimenin bir tek
elemanindan olugtugu igin C(n, 1) = n olur. Bir eleman ayrildiginda, geriye n-1 eleman kalacagindan,
n - 1 elemanl alt kiimelerin sayisi da n olur.

. C(n, r) + C(n, r - 1) toplami ile C(n + 1, r) sonuglarini hesaplayarak kargilagtiriniz.

n! n! n! n!

Cln, 1) + Cln, r=1) = ri(n - r)! ¥ (r-1Din - (r- 1))!= ri(n - r)! ¥ (r-1Dn .+ 1-r)

_ n! N n! B nf(n+1-r+r) _ nl(n+1)
Tr-Dn-etr (r-Dn-rtn+1-1)  (r-Dn-rn+1-1)  r(n+1-r)

_ (n+1)
“n+1-r)

= C(n + 1, r) olarak hesaplandigindan C(n, r) + C(n,r -1) =C(n + 1, r)

e C(n,r)+C(n,r-10=C(n+1,r)

Alt Kiime Sayisiyla fligkilendirme

Elemanlarindan birisi a olan n + 1 elemanl kimeden r elemanli alt kiime segme iglemi iki farkh
sekilde hesaplanir:

a.n + 1 elemandan r tanesi C(n + 1, r) farkl sekilde secilebilir.

b. r tane segilen eleman arasinda a ya vardr, ya da yoktur. a'nin bulundugu secim sayisi C(n, r)
ve bulunmadigi segim sayisi C(n, r - 1) olduguna gore

C(n,r)+C(n,r-1)=C(n +1,r) olur.

Binom Katsayilari

Herhangi bir n gergel sayisi ve pozitif r tam sayisi igin

<n>=(n—r+1)(n—r+2)---(n—1)(n)

r r!

ifadesi ile tanimlanan (:) sayisina binom katsayisi denir. 0 < r < n tam sayilari igin,
tanim geregi

(:) = C (n, r) oldugundan C(n, r) yerine <:> yazilir. Etkinligin devaminda C(n, r) yerine

(?) ifadesi kullanilmigtir.
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Pascal Uggeni ile fligkilendirme

Asagida verilen sekil Gzerinden bu 6zellik gosterilir.

n+ ]) (n + 1)
r+1 7 \n+1
3.C(n, 0) + C(n, 1) + ... + C(n, n) ifadesini alt kiime sayzsi! ile iligkilendiriniz.

*C(n,0) +C(n, 1) +..+C(n, n) =2n

Alt Kiime Sayisiyla fligkilendirme

Bos kiime, her kiimenin bir alt kiimesi ve herhangi bir kiimenin eleman icermeyen tek alt kiimesi
oldugundan, her pozitif n tam sayist igin C(n, 0) = 1 elde edilir.

Bir kiimenin bir elemanl alt kiime sayisi C(n, 1) = n olur.
Bir kiimenin iki elemanli alt kiimelerinden her birisi, kiimenin iki elemanindan olugtugu igin C (n, 2) olur.

C(n, 0) + C(n, 1) + ... + C(n, n) ifadesi sirasiyla O, 1, 2, ... ,n elemanl alt kiimelerinin sayilarinin
toplamini ifade eder.

Alt kiime sayisi 2" oldugu igin C(n, 0) + C(n, 1) + ... + C(n, n) = 2" sonucuna ulagilir.

4. C(n, n), C(n, O) ifadelerini alt kime sayzsi ile iligkilendiriniz.

*C(n,n)=C(n,0) =1
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Alt Kiime Sayisiyla fligkilendirme

Bos kiime, her kiimenin bir alt kiimesi ve herhangi bir kimenin eleman icermeyen tek alt kiimesi
bos kiime oldugundan, her pozitif n tam sayisi icin C(n, 0) = 1 elde edilir. n elemanl bir kimenin
n elemanli tek alt kiimesi kendisi oldugundan C(n, n) = 1 olur. Béylece C(n, n) = C(n, O) = 1 olarak
hesaplanir.

0! = 1 Olarak Kabul Edilmesi

n!

_ nl n!
nin-n)! ~ ni(O)!

Oln -0~ oln)

Bu durumda C(n, n) = =1ve C(n, 0) =

olarak hesaplanabilecegi igin O! = 1 olarak kabul edilmesi kombinasyon bagintisinin bir
sonucudur.

Ornek:
(118> + (138> + (158> + .t Gg) toplami neye esittir?

Coézium:

R R R R AR B

Kombinasyon kavraminin temel 6zellikleriyle ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 10)

Ornek:

<21n > + <23n > + <25n > oot < 5 j I_l 1) toplaminin esiti nedir?

Coézum:

) B )

+

+ ...+

e o

<2n- 1>+(2n - 1) _
2n-2 2n-1
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Ornek:
2n\ _ (2n), (2n <2n> ittir?
<0> + <2> + (4) +.. 4|, | toplami neye esittir?
Coézum:

<2n> + <2n> + <2n> o4t @n) = 2% oldugundan
n

(21n> +<23n>+<25n>+ +<2§r-1 1)

) B -l
0 2 4 2n

Kombinasyon kavraminin temel 6zellikleriyle ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 11,
12)

Ornek:
<2n1+ 1>+<2n3+ 1>+<2n5+ 1>+ "'@E: }) toplamu1 neye esittir?
cozum:
<2n + 1) _ <2n> + <2n> <2n + 1) _ <2n> + <2n> <2n + 1> :< 2n >+< 2n ) <2n + 1) _ <2n)
1 0 1)’ 3 2 3)777\2n-1 2n-2) \2n-1/"\2n+1/ \2n
oldugundan

e e O N M M R e

Kombinasyon kavraminin temel 6zellikleriyle ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 13)

Ornek:
2n+1\_(2n+1) (2n+1 2n+1
< nO >+< n2 >+< n4 >+---+< n2n ) toplami neye esittir?
Coézum:
<2n + 1>+<2n + 1>+ +<2n + 1>= <2n + 1>+<2n + 1>+ +<2n + 1) i <2n + 1>+<2n + 1>+ +<2n + 1)
0 2 2n 0 1 2n +1 1 3 2n +1

— 22n+1 _22n:22n

Kombinasyon kavraminin temel 6zellikleriyle ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 14)
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<8> + (Z) i @) Tt @2) toplami neye esittir?
(€140 (2)e Q) (2~ 0)- 2)(2)

8

() B ()00

Kombinasyon kavraminin temel dzellikleri ile ilgili sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 15)

EK ETKINLiK ONERISi

Aragtirma Sorular1

o  Etkinlik kapsaminda, kombinasyon konusu ile iligkili olarak bir ¢ember tizerindeki belli sayida nok-
tanin farkli kogullarda birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen geometrik sekillerin kag
farkli sekilde cizilebilecegi incelenmistir. Nokta sayis1 ve noktalarin hangi sekilde birlestirilecegi gibi
kosullar degistirilerek farkli problemler tiretiniz ve bu problemlerin ¢oziimlerinin genellestirilmesini
yapiniz.

o Binom katsayilari, binom katsayilarinin 6zellikleri, pascal 6zdesligi, pascal 6zdesligi, binom agilimi
konularini aragtiriniz.

o  Farkli durumlarin ¢6ziimiinde Catalan sayilar1 model olarak kullanilabilmektedir. Kombinasyon ile
ilgili hangi soru modellerinin ¢6ziimiinde bu say1 dizisi oldugunu inceleyiniz. Bir cember tizerindeki
belli sayida noktanin farkli kosullarda birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen geometrik
sekillerin kag farkl: sekilde ¢izilebileceginin hesaplanmasinda Catalan sayilarinin model olarak kulla-
nimini arastiriiz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

1.

;.2'1)_;. >_
n+1 (n =541 \5/)=42

. Cevabin ayrintili ¢izimi etkinlik igerisinde verilmistir.

S 9>_
2 3+1 <3 =12

. Kalan bes eleman arasindan 4 tanesi secilir. Bu < Z ) =5 farkl sekilde yapilir.

() 5)

. Erkek 6grencilerin siralanmasi 9!

Yan yana oturan erkek 6grencilerin aralarindaki 8 bosluk ile iki ugta oturanlarin yanlarindaki 2

bosluktan ibaret toplam 10 miimkiin konum arasindan kizlarin oturacagi 5 yerin segilmesi C(10, 5)
Segilen 4 konuma kiz 6grencilerin yerlestirilmesi 5!

Carpma ilkesi kullanarak sonug C(10, 5)9!5!

. Tiim kombinasyonlardan 4 ile béliinenler ¢ikarilir.

TUm 3'lu kombinasyonlarin sayisi C(10, 3)
Carpimlari 4 ile bolinmeyen Ug tam sayinin ya hepsi tek sayl olmalidir. C(5, 3)

Bir tanesi dorde bolinmeyen bir ¢ift sayl olup diger ikisi tek sayi olmalidir.

Kimede 3 tane 4 ile bolinmeyen cift sayi vardir. & Ea2

C(10, 3) - C(5, 3) - 3. C (5, 2) olarak hesaplanir.

G,Z,IN,T,E,P harflerinden ikisi digarida birakildiginda, geriye kalan 7 harf 77' farkl sekilde dizi-

lebilir. Disarida birakilan harfler i¢in de (;) = 21 farkli se¢imimiz oldugundan bu tiir dizilislerin

say1s1 21 - 77' olur. Digarida kalan harflerin birisi veya her ikisi de A oldugundan geriye kalan 7!
farkli bigimde dizilebilir. En az bir tanesi A olmak iizere, disarida kalan iki harfli segebilecegimiz

yollarin sayis1 da 8 oldugu igin bu tiir dizilisler 8 . 7! tanedir. Sonug % - 7! olarak hesaplanir.

. Sona kalan ii¢ beyaz noktadan herhangi bir tanesine dokunan oyuncu oyunu kaybeder. Bu durum

iki asamada agiklanir:

a. Eger bu noktalardan iki tanesini birlestirirse 6biir oyuncu sona kalan beyaz noktay: secer ve

oyunu kazanmay1 garantiler.
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b. Eger bu noktalardan birisini daha 6nceden se¢ilmis olan noktalardan birisi ile birlestirir ise 6biir

oyuncu geriye kalan iki beyaz noktay1 seger ve oyunu kazanmay1 garantiler.

95 nokta ile kag farkli dogru pargasi ¢izilebilecegi C(79, 2) = 5=
tek say1 oldugundan Asya ilk 79 noktanin tamamlandig: biitiin dogru pargalar ¢izilinceye kadar

oyunu siirdiiriir. Boylece Basak’ son ii¢ beyaz noktadan birisini segmeye zorlar. Oyunu kazanmay1

garantiler.

. Herhangi iki kosenin kag farkli sekilde segilebilecegi belirlenir ve bu sonugtan kenar sayis1 ¢ikarilir.
Istenilen sonug C(30, 2) - 30 =

10. (21()) " (23()) ' (25()) i
w 20
o B2

9

13. (115> ’ (135> ' (155> T
e[+ () +(5) -
s (5)+(3)+(2)

30.27
2

+ (20) — 91

19

20

+ (20) — 920

+ (2()) = 2% oldugundan

20

+ (20) — 1

20

+ (15) — i

15

" (15) — i

14

)= ()

=39.79 olarak hesaplanir. Sonug

olarak hesaplanir.
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Etkinlik Formu

Segilis isimli oyunda bir gember iizerinde 10 beyaz nokta isaretlidir. Asya bu noktalardan (daha
once birlestirilmemis olan) herhangi iki tanesini seger, sectigi her iki noktay1 da siyaha boyayarak
bir dogru pargast ile birlestirir. Dogru pargalarinin birbirleri ile kesismemelerine dikkat eder. Oyun-
da bir ¢ember tizerinde 10 farkli noktanin ikiserli birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesisme-
yen 5 dogru pargasinin kag farkli sekilde ¢izilebilecegini gosteriniz.

. Secilis isimli oyunda bir ¢ember iizerinde 9 beyaz nokta isaretlidir. Asya bu noktalardan (daha 6nce
birlestirilmemis olan) herhangi {i¢ tanesini seger, setigi her iki noktay1 da siyaha boyayarak bir
dogru pargast ile birlestirir. Dogru parcalarinin birbirleri ile kesismemelerine dikkat eder. Oyunda
bir gember iizerinde 9 farkli noktanin tigerli birlestirilmesi ile olusan ve birbirleri ile kesismeyen 3
ticgenin kag farkli sekilde ¢izilebilecegini gosteriniz.

. A={1,2,3,4,5, 6} kiimesinin bes elemanli alt kiimelerinden kaginda 4 elemani bulunur?

. 12 kisilik bir gruptan bir baskan, bir baskan yardimcisi ve iki sekreter kag farkli sekilde segilebilir?
Tabloda bos birakilan yerlere istenilen sonuglar1 hesaplayip yaziniz.

Asama 1 Baskanlik secimi

Asama 2 Baskan yardimciligi se¢cimi

Asama 3 Sekreterlik se¢imi

. 9 erkek ve 5 kiz 6grencinin, herhangi iki kiz 6grenci yan yana oturmamak sart1 ile bir siraya kag
farkli sekilde oturabilecegini hesaplayiniz.

. A=1{1,2,3,.., 10} kiimesinin ti¢ elemanl ve elemanlarinin ¢arpimi 4 ile boliinen alt kiimelerinin
sayisini bulunuz. Tabloda bos birakilan yerlere istenilen sonuglar1 hesaplayip yaziniz.

TUum 3'lU kombinasyonlarin sayisi

1. Durum: Carpimlari 4 ile bolinmeyen U¢ tam sayinin hepsi tek say!
olmalidir.

2. Durum: Carpimlari 4 ile bolunmeyen U¢ tam sayinin bir tanesi
dorde bolunmeyen bir cift sayi olup diger ikisi tek sayi ol-
malidir. Kimede 3 tane 4 ile bolunmeyen cift sayi vardir.

GAZIANTEP kelimesindeki harflerin 7 tanesi kullanilarak kag farkli kelime (anlamli veya anlamsiz)
yazilabilir?
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8. Asya ile Bagak bir oyun oynamaktadirlar. Bir ¢ember iizerinde 82 beyaz nokta isaretlidir. Asya ile
Basak sirasiyla bu noktalardan (daha once birlestirilmemis olan) herhangi iki tanesini seger, secti-
gi her iki noktay1 da siyaha boyayarak bir dogru pargasi ile birlestirir. Son beyaz noktay1 boyayan
oyuncu oyunu kazanir. flk hamleyi Asya yaptigina (oyuna ilk bagladigina) gére hangi oyuncu gali-
biyeti garanti edecek bir yol izleyebilir?

9. 30 kenarli bir digbiikey ¢okgenin kosegen sayisini hesaplayiniz?
10. (20) + (20) +<20> . +<20> —?
1 3 5 19
n. <20> + <20>+<20>+ +<20> —2
0 1 2 20
20\, (20 20\ _,

12'<0>+<2>+ +<2o) '
15 15\, (15 15\ _,
13'<1>+<3>+(5>+ +<15> '
15> + <15>+<15>+ +<15> _?
“\0 2 4 14

+<19> —2
14

s (o) +(9)+(5)
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@k. [=]
=

Etkinlikle ilgili tim materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIK ADI : TEKRARLI KOMBINASYON
MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Temel Sayma Yontemleri
KAZANIMLAR : 1. Tekrarli kombinasyon bagintisini elde eder.

2. Permutasyon ve kombinasyon hesaplari yapmayi gerek-
tiren problem kurar ve ¢ozer.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, her birinde en az sekiz tane bulunan 6zdes
iki deste oyun kartlari, satranc taslari, 6zdes pullar, 6zdes
toplar ve ézdes kutular.

Etkinligin Amaci

Iki tar nesneden olusan tekrarli permuUtasyonlarin sayisinin kombinasyon ile ilis-
kisinin kurulmasi hedeflenmistir. Ozdes olan ve olmayan nesnelerin dagilimina
iliskin tekrarli kombinasyon hesaplamalari yapilmasi ve permutasyon ile kombi-
nasyon hesaplamalari arasindaki iliskinin kurulmasi etkinligin diger amaclaridir.
Ogrencilerin permutasyon ile kombinasyon hesaplamalari yapmayi gerektiren
problemler kurmasi ve ¢ézmesi beklenmektedir.

olele|@|®

Sekilde gosterildigi gibi birden bese kadar numara-

landirilmis ve siralanmis beg kartlik bir deste ile birden
tice kadar numaralandirilmis ve siralanmug ti¢ karthik @ @ @
bir deste bulunmaktadir. Bu iki destede bulunan kartla-

rin her biri kendi igerisinde sirali kalmak sartiyla kari-
larak sekiz kartlik bir deste olugturulmak istenilmektedir. Ornegin yeni olusan destenin 11223345 ve 12312345
seklinde olmas istenilen sart1 saglarken 1223145 ve 11323245 olmasi bu sart1 saglamamaktadir. Istenilen sarti

saglayan sekiz kartlik deste kag farkli sekilde olusturulur? Somut materyaller ile denemeler yapiniz. Ulastigi-
niz sonuglari genellestirmeye ¢alisiniz.

1, 2, ...,m’ye kadar numaralandirilmis m tane karttan olusan bir deste ile 1, 2, ...,n’ye kadar numaralandi-
rilmis n tane karttan olusan bir deste, her iki destede bulunan kartlarin her biri kendi icerisinde sirali kalmak

sartiyla karilarak m+n tane karttan olusan bir deste kag farkl: sekilde olusturulur?

419



MATEMATIK

S ST TRl TR Y Kart Karma Oyunu

[stenilen sart1 saglayan sekiz kartlik destenin kag farkli gekilde olugturulabilecegini belirlemek igin somut
materyallerle denemeler yapilmasi saglanir.

Kartlarin karilmasinda istenilen sart1 saglayan durumlarin belirlenmesinde, koordinat sisteminde (0,0)
noktasindan (5,3) noktasina gizilebilecek 8 birim uzunlugunda yollarin gizilmesi bir ¢6ziim modeli olarak
kullanabilir. Bu ¢6ziim modelinde herhangi (x, y) noktasindan saga dogru bir birim ilerlemek (x+1, y), yuka-
riya bir birim ilerlemek (x, y+1) sartiyla y'nin x’ ten biiyiik (y > x) olmadig: farkl1 yollarin saysi istenilen sart:
saglar.

Ornegin saga dogru ilerleme’S’ ile yukariya dogru ilerleme *Y’ ile gosterilirse yeni olusan destenin 11223345
seklinde siralanmasi, SYSYSYSS yolu ile modellenebilir. Benzer sekilde yeni olusan destenin 12312345 sek-
linde olmasi, SSSYYYSS yolu ile modellenebilir. Yeni olusan destenin 1223145 seklinde olmasi istenilen sart1
saglamaz ciinkii bu sekilde bir yol ¢izilmesi miimkiin degildir. Istenilen sart1 saglayan yollarin sayisi agagida
gosterildigi gibi asamali ilerlenerek 28 olarak hesaplanir. O halde iki destede bulunan kartlarin her biri kendi
icerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak sekiz kartlik bir deste 28 farkl sekilde olusturulur.

5 14 28
2 5 9 14
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1 1

Onceki Etkinliklerden Hatirlatma

3 tane Y ve 5 tane S harfini bir siraya dizebilmek i¢in, bu harflerin dizilecekleri
=toplam 3 + 5 konumdan 3 tane Y’nin yerlesecegi konumlar1 secmek yeterlidir. Bu ifa-
denin matematiksel gosterimi < g ) olarak ifade edilir (Kombinasyon etkinligi).

Bu yolla elde edilen sonug 3 tane Y ve 5 tane S harfini bir siraya dizebilmek i¢in

!
hesaplanan tekrarli permiitasyon sonug ifadesine 3,8—5' esittir (Tekrarli permiitas-

yon etkinligi).
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Bu sonug (0,0) noktasindan (5,3) noktasina ¢izilebilecek 8 birim uzunlugunda tiim yollarin sayisi olan ( 8 )
sonucundan kosegeni gecen (y > x) ya da stiinde kalan yollarin sayisinin ( g ) ¢ikarilmasi ile ( g ) - < g ) =28
olarak hesaplanir (Kosegeni gegen (y > x) ya da iistiinde kalan yollarin sayisinin ( ) > olmasini tartiginiz ve aras-

tirmiz.).

— AN

m tane 1 ve n tane 01 bir siraya dizebilmek i¢in, bu sayilarin dizilecegi toplam m + n konumdan m
tane 1’in yerlesecegi konumlar1 segmek C(m + n, m) yeterlidir. Bu sonug tekrarli permiitasyon ifadesinin

esdeger ifadesidir.

Kart karma oyunu ve ¢6zim modelinden yararlanarak benzer sorular olusturunuz ve cevapla-
yimz. (Etkinlik Formu Soru 1b, 1c, 1d)

Sekilde gosterildigi gibi birden m’ye kadar numaralandirilmis ve siralanmig m kartlik bir deste ile birden
n'ye kadar numaralandirilmis ve siralanmig n kartlik bir deste bulunmaktadir. Bu iki destede bulunan kartla-
rin her biri kendi icerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak m+n kartlik bir deste olusturulmak istenilmekte-
dir. Istenilen sart1 saglayan deste kag farkli gekilde olusturulur?

m+n> m+n>
n

sonucundan kosegenin tistiinde kalan yollarin sayisinin < n-1

Bu sonug tiim yollarin sayisi olan <

¢ikarilmasi ile <m:1' n) - <m +1n> olarak hesaplanir.

(—p ARASTIRMA

Cozumleri inceleyiniz ve genellemeye calisiniz. Bu gibi durumlarin ¢ézimu ile Dyck
dizileri arasindaki iliskiyi arastiriniz.

Késegeni gecen (y > x) ya da ustunde kalan yollarin sayisinin <E23> olmasini gerekce-

lendiriniz. Birden m'ye kadar numaralandirilmis ve siralanmis m kartlik bir deste ile
birden n'ye kadar numaralandirilmis ve siralanmis n kartlik bir deste icin hesaplanan

kdsegeni gegen (y > X) ya da Ustunde kalan yollarin sayisinin (m + ﬂ) olmasini gerek-

Qelendiriniz. n- )
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Tekrarli Kombinasyon

En az iki tanesi e olan nesnelerin bir kisminin olusturdugu topluluklarin sayisina tekrarli kombinas-

yon sayis1 denir. Her birisinden istenilen sayida kullanilabilen r ¢esit nesneden n tanesinin segcilip grup

olusturulmasi (” :'_7’ - 1> farkli sekilde yapilabilir. Kombinasyon kavraminin 6zellikleri geregi bu ifade
<n e 1) ifadesine esittir. Bu islemde her ¢esit nesneden kagar tane alinacagina karar vermek gereklidir.

MATEMATIK

w Ozdes Hamle Pullarinin Dagilimi

18 6zdes hamle pulu 7 oyuncuya,

a)
b)

<)

Kag farkli sekilde,
Her oyuncu en az bir pul almak kosulu ile kag farkli sekilde,

flkinde en az {ig, ikincisinde en az dért, {igiinciisiinde en az iki ve diger oyuncularda en az bir pul
olmak kosulu ile kag farkli sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz.

Somut materyaller ile denemeler yapiniz. Bu soruyu genellestirerek n pulun r oyuncuya istenilen sartlarda
kag farkli dagitilabilecegini veren tekrarli kombinasyon ifadelerini gerekgelendirerek yaziniz.

a)

Oyunculara diisen pul sayilaria, a,, a,, ..., a, olarak ifade edilir ve a +a,+a, + ... + a, =18 denk-
lemi yazilir. Denklemin negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢oziimlerinin sayisi 18 pulun 7
oyuncuya kag farkl: sekilde dagitilabilecegini verir. Pullar ’0’ ve oyunculara diisen pul ayraclar1 ’1’ ile
gosterilirse her ¢6ziim 0 ve 1’lerin bir dizilimini verir. Pul sayis1 olan 18 tane 0 ile bu pullarin 7 kisiye
boliinmesini saglayan 7 - 1 = 6 tane ayraci temsil eden 1’in kag farkli sekilde dizilebilecegi istenilen
cevabu verir. En solda yazilan 1'den 6nceki 0’larin sayis1 a, ve bu sekilde devam edildiginde en sagda
yazilan 1'den sonraki 0’larin sayisi a, sayisini temsil etmektedir. Asagidaki tablo bazi dagilim érnek-
lerini ve karsilik gelen dizilisleri temsil etmektedir.

Pul sayisi ::;?s‘f Dizi Pullarin dagilimi
a, a, a a, a a  a,
000100010001001010000100 3 3 3 2 1 4 2
000100000011000011000001 3 6 0] 4 0 5 O
8 7o1m0 100001001001000001010000 O 4 2 2 5 1 4
000000000OOOOTIO0000MTT 13 0] 5 0 0 0 O
010101000000000001000110 1 1 1 1 3 1

Pul sayisi olan 18 tane 0 ile bu pullarin 7 kisiye bolitnmesini saglayan 7 - 1 = 6 tane ayraci temsil eden
I'in kag farkli sekilde dizilebilecegi tekrarli kombinasyon sayisi olan Gg) ifadesi ile hesaplanabilir.
Bu ifade (264> ifadesine esdegerdir.
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s ANIM

Negatif Olmayan Tam Say1 Coziimlerin Sayis1

a,a

a, ..., a negatif olmayan tam sayilarii¢in a, + a, + a, + ... + a = n denkleminin ¢6ziimlerinin
r 1 2 3 T
n+r-1

2

say1s1 tekrarli kombinasyon sayis1 olan (

) ifadesidir. Kombinasyon kavraminin 6zellikleri geregi
bu ifade <” +’: ) 1) ifadesine esittir.

b) Oyunculara diisen pul sayilar a,a,a,...a, olarak ifade edilir ve a+a+a+..+a =1 olmasi
gerekir. Bu sart1 garantilemek icin dagitim isleminden 6nce her oyuncuda birer tane pul olacak se-
kilde toplamda 7 tane pul verilir. a'+l=a,..,a’'+1=a, olmak tizere;

a'+a+a+..+a’+7=18denklemiyazilr.

a'+a’+a/+..+a’=11denkleminin negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢6ziimlerinin
say1s1 18 pulun 7 oyuncuya her oyuncu en az bir pul almak kogulu ile kag farkli sekilde dagitilabile-
cegini verir. Pullar ’0’ ve oyunculara diigen pul ayraglar1 ’1” ile gosterilirse her ¢6ziim 0 ve 1’lerin bir
dizilimini verir. Geriye kalan pul sayis1 olan 11 tane 0 ile bu pullarin 7 kisiye béliinmesini saglayan
7 - 1 = 6 tane ayraci temsil eden 1’in kag farkli sekilde dizilebilecegi istenilen cevab verir. En solda
yazilan 1'den 6nceki 0’larin sayis1 a, ve bu sekilde devam edildiginde en sagda yazilan 1'den sonraki
0’larin sayisi a, sayisini temsil etmektedir. Asagidaki tablo bazi dagilim drneklerini ve karsilik gelen
dizilisleri temsil etmektedir.

Dagitilacak Ayrag

Pul sayisi Dizi Pullarin dagilimi
pul sayisi sayisl
a'I a2 a3 a4 a5 a6 a7
ooolooolooomnmmoo 3 3 3 0 0O 0 2
18 18-7=1  7-1=

oilooioooiocooomor 1 2 3 4 0 1O

oooooroolooonoco 5 6 6 2 3 00 2

En az pul alma kosulundan sonra kalan pul sayis1 olan 11 tane 0 ile bu pullarin 7 kisiye boliinmesini

saglayan 7 - 1 = 6 tane ayraci temsil eden 1'in kag farkl sekilde dizilebilecegi tekrarli kombinasyon

say1s1 olan GZ) ifadesi ile hesaplanabilir. Bu ifade <167> ifadesine esdegerdir.

TANIIM

Pozitif Tam Say1 Coziimlerin Sayisi

a,a, a, ...,a pozitf tam sayilari i¢cina, + a, + a, + ... + a. = ndenklemi a +a,+a,+... +a >1
kosullariilea,” + a,’ + a, + ... + a’ + r = n olarak diizenlenir. a’ + a, + a, + ... + a’ = n - r denkleminin

¢oztimlerinin sayis1 tekrarli kombinasyon sayis1 olan <” ) 1> ifadesidir. Kombinasyon kavraminin 6zellik-
r -
n-1

n-r

leri geregi bu ifade < > ifadesine esittir.
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¢) Oyunculara diisen pul sayilar: a,a,ad, ... a, olarak ifade edilir ve

a,>23,a,24,a,22,a,>21,...,a 21 olmasi gerekir. Bu sart1 garantilemek i¢in dagitim isleminden
once birinciye iig, ikinciye dort, tigiinciiye 2 ve digerlerine birer olmak {izere toplam 13 tane pul ve-
rilir. al' +3=a, az' t4=a, as’ +2=a,..., a7' +1=a, olmak tizere

a'+a+a+..+a’+13=18 denklemi yazilr.

a'+a,’+a;+..+a'=5denkleminin negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢6ziimlerinin say1s1
18 pulun 7 oyuncuya soruda istenilen kosullarda kag farkli sekilde dagitilabilecegini verir. Etkinligin
a ve b siklarinda verilen agiklamalar dogrultusunda asagidaki tablo bazi dagilim 6rneklerini ve kar-

silik gelen diziligleri temsil etmektedir.

1 2 3 4 5 6 7

10001111100 0 3 0 0 0 0 2
18 18-13=5 7-1=6
010010101101 1 2 1 1 0 1 0

01110010110 1 0 0 2 1 0 1

En az pul alma kosulundan sonra kalan pul sayis1 olan 5 tane 0 ile bu pullarin 7 kisiye béliinmesini sag-

layan 7 - 1 = 6 tane ayraci temsil eden 1’in kag farkl: sekilde dizilebilecegi tekrarli kombinasyon sayisi

olan <151> ifadesi ile hesaplanabilir. Bu ifade <161> ifadesine esdegerdir.

— AN

Alttan Sinirli Tam Say1 Coziimlerin Sayisi

a,a,a,...,a pozitiftamsaylariigina +a,+a,+... +a =ndenklemia >x,a,>x,a,>x,,a,>x,

v @, 2x (X, +x,+x,+x,+...+x =x) kogullarrilea’ + a, + a,' + ... + a.’ + x = n geklinde diizenlenir. a’
<n X+ -1)

+a/+a+..+a'=n-xdenkleminin ¢6ziimlerinin sayisi tekrarli kombinasyon sayisi olan .
r -

n-x+r-1

ifadesidir. Kombinasyon kavraminin dzellikleri geregi bu ifade (
n-x

) ifadesine esittir.

/—p ARASTIRMA ~

18 pulun 4 oyuncuya, her oyuncunun en fazla 6 pul almasi sartiyla kag farkl sekilde
dagitilabilecegdini hesaplayiniz. Bu sorunun cevabi ustten sinirli tam sayl ¢cézumlerin
hesaplanmasini gerektirir. Ustten sinirli tam sayi ¢cézamlerin tekrarli kombinasyon
ifadesini icerme disarma prensibinden yararlanarak yaziniz. Ustten sinirli tam sayi
Q@zﬂmlerin hesaplanmasinin icerme disarma prensibi ile iliskisini aciklayiniz. /
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Hamle Pullarinin Dagilimi

18 veya daha az sayida pulun 7 oyuncuya kag farkh sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz. Bu
soruyu genellestirerek n veya daha az sayida pulun r oyuncuya kag farkl dagitilabilecegini veren
tekrarl kombinasyon ifadesini gerekgelendirerek yaziniz.

Etkinlikte verilen durumda a+ a, + a, + ... + a, < 18 egitsizliginin ¢6zimu aranmaktadir. Bu soru
artan pullari alan hayali bir oyuncu eklenerek 18 pulun 7 + 1 = 8 oyuncuya dagitiimasi ifadesine
esdegerdir. Oyunculara digen pul sayilari

8, @, @y vy 8, 8, olarak ifade edilir ve ara,+a,+.+a+a-= 18 denklemi yazilir. Denklemin

negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢éziimlerinin sayisi 18 pulun 8 oyuncuya kag farkl sekilde
dagrtilabilecegini verir. Onceki etkinligin a ve b siklarinda verilen agiklamalar dogrultusunda asagidaki
tablo bazi dagiim orneklerini ve karsilik gelen diziligleri temsil etmektedir.

a a a a a a a a

1 2 3 4 5 6 7 8

18 8-1=7 0001000100010010100001010 3 3 3 2 1 4 1

0001000000110000110000011 3 6 O 4 O 5 O O

Pul sayisi olan 18 tane O ile bu pullarin 8 kisiye bolinmesini saglayan 8 - 1= 7 tane ayraci temsil

eden T'in kag farkl gekilde dizilebilecegi tekrarl kombinasyon sayisi olan <%85> ifadesi ile hesaplanabilir.

Bu ifade (275> ifadesine esdegerdir.

s ANITM

a +a,+a, +..+a <nEsitsizliginin Tam Say1 Coziimlerin Sayis1

a,a,a, ... a,a_ negatif olmayan tam sayilari i¢in a, + a, + a, + ... + a_< n esitsizliginin ¢oziimle-

rinin sayist @, + a, + a, + ... + a_ = n denkleminin ¢éziimlerinin sayisina esittir. a, + a, + a, + ... + a <
r+ 1 2 3 r

1
n esitsizligi artan pullar1 alan hayali bir oyuncu eklenerek # pulun r + 1 oyuncuya dagitilmas: ifadesine

esdegerdir. Dagilimlarin sayisi (” + ”) olarak hesaplanir.
r
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/Q ARASTIRMA

al+a2+a3d +..+ar <nesitsizliginin tam sayl ¢cozUmlerin sayisinial + a2 + a3 + ... +
ar=m,m=0,1,2, .., niginayriayri hesaplanan ¢ézum sayilarinin toplami olarak ifade
ediniz. Binom katsayilarindan yararlanarak genel ¢c6zumu veren tekrarli kombinas-
yon ifadesine ulasiniz.

n 6zdes topun r farkli kutuya dagitilmasinin n pulun r oyuncuya dagitimi ile esdegerligi diisi-
nilerek benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3)

/—/Q ARASTIRMA

Birbirinden farkli n topun r 6zdes kutuya dagitimini hesaplayiniz. n elemanl bir ku-
menin bos olmayan r tane alt kimeye dagilimlarini hesaplayiniz. Ulastiginiz sonug-
lari karsilastiriniz.

n elemanli bir kimenin r tane bos olmayan alt kimeye dagilim sayisini veren ve S(n,
k) ile gosterilen ikinci tur Stirling sayisini arastiriniz. S(n, k), her kutuda en az bir tane
top bulunmasi sartiyla n farkli topun kutulara ka¢ farkli sekilde dagilacagini ifade

Qder. /
Etkinlik Formu Soru 4 Elimizde bulur.lan 6zc}e§ kut‘u sa):1'51 '6nemsenmeden 5 topun bu kutu-
lara kag farkli sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz.

Ozdes kutu sayis1 dnemsiz oldugu icin bu dagilim

yandaki tabloda gosterildigi gibi 7 farkli sekilde yapi-
labilir.

w n Tane Nesneden R Tanesinin Se¢ilmesi ve Siralanmasi

Onceki etkinliklerden (permiitasyon, tekrarli ve donel permiitasyon, kombinasyon) ve bu etkinlikten n
tane nesneden r tanesinin se¢ilmesi ve siralanmasi ile ilgili elde ettiginiz ¢ikarimlari tabloda bos birakilan bo-
limlere yaziniz. Nesnelerin 6zdes olmasi, hepsinin farkli olmasi, her tiirden belli sayida ya da istenildigi kadar

olmasi durumlarini tartisiniz.
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Ozdes olmayan

Nesne
nesneler
Matematiksel ifadesi a,a.,0., ...,4
1 2 3 n
e ge e1e P _ n!
r nesnenin dizilis sayis1 (n,r) = RG]
. — n!
r nesnenin segilis sayis1 Cln,r)=——""—+
r! . (n-r)!

SONLU MATEMATIK

Sinirhi sayida tekrarl
nesneler

(“1’ e al), ,(at, e at)
N——— SN———

n, n,

(n,+n,+..+n=n)

(r=n) igin:

n!
(n!.n!..nl

(r < n igin ifade yok)

X, <n ...,x,<n kosullari ile

X to..tx=r
denklemlerinin ¢6ziimlerinin
say1sl

Sinirsiz sayida
tekrarli nesneler

@@,..),....(a,...)
N—— N——
(ee] (0]

("7

Permiitasyon ve kombinasyon hesaplari yapmayi gerektiren sorulara yer verilir. (Etkinlik For-

mu Soru 6, 7)

ARASTIRMA

= (15> olur.
)

de secilebilir?

\nilen sonug( n-p+1 > olur.
P

(Ardisik tam sayilar icermeyen secimler) {1, 2, ..., 20} kimesinden herhangi ikisi ardisi
olmayan 6 tane tam say! kag farkli sekilde secilebilir?

Sirali 20 tane konumdan, herhangi iki tanesi arasinda en az bir tane bosluk bulunma-

si sarti ile 6 tane konumun belirlenmesi ile hesaplanabilir. istenilen sonuc (20 -6+ 1)

{1, 2, .., n} kiUmesinden herhangi ikisi ardisik olmayan p tane tam sayi kac¢ farkli sekil-

Sirali n tane konumdan, herhangi iki tanesi arasinda en az bir tane bosluk bulunmasi
sartiile sirali n tane konumdan p tane konumun belirlenmesi ile hesaplanabilir. iste-

i)

6

J

S T i TR {VE:]  Fonksiyonlarin Sayist

Onceki etkinliklerden (permiitasyon, tekrarli ve donel permiitasyon, kombinasyon) ve bu etkinlikten sonlu
iki kitme arasinda taniml olan tiim fonksiyonlarin, 1-1 ve 6rten fonksiyonlarin sayilar ile ilgili elde ettiginiz
¢ikarimlari tabloda bog birakilan béliimlere yaziniz. x,, x,, ..., x, € X olmak {izere n elemanli X kiimesinden, m
elemanl1 Y kiimesine tanimli tabloda belirtilen sartlari saglayan f: X — Y fonksiyonlarinin sayilarini tartiginiz.
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Onceki etkinliklerden hatirlatma

Tiim fonksiyonlarin sayisi m" olarak hesaplanir. (permiitasyon etkinlii)
! Onceki etkinliklerden hatirlat
n < m i¢in 1-1 Fonksiyonlarin Sayisi P (m,n) = —" feekt eRanifcercen hatriatma
(m-n)! (permiitasyon etkinligi)
n > m igin Orten Fonksiyonlarin Sayist (-D'(T) (m -i)" [leri aragtirmaya yonlendirme
i=0
Onceki etkinliklerden hatirlatma
n = m 1-1 ve Orten Fonksiyonlarin Sayis1 n! (temel sayma ve faktoriyel etkin-

ligi)

P ARASTIRMA

n = m icin drten fonksiyonlarin sayisinin nasil hesaplanabilecegdi ile ilgili hesaplama
ve arastirma yapilmasi saglanir.

S S PRSI Bl Gozlemcilerin Dagilimi

Bir gokyiizii gozlem etkinliginde 25 kisilik gruba 5 farkli atolyede gorev verilecektir. Gorev dagiliminin
kag farkli sekilde yapilabilecegini olusturdugunuz tablodan yararlanarak hesaplayiniz. Atélye gorevlerinin
gozlemcilere dagilimini, gozlemciler kiimesinden atolyeler kiimesine bir fonksiyon olarak diisiinerek sonucu
tartisiniz. Benzer sorulari olusturdugunuz tabloda verilen farkli fonksiyon kosullarina gére kurgulayiniz ve
cevaplayiniz.

Onceki etkinliklerden hatirlatma
(permiitasyon etkinligi)

Benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 10) I

Tiim fonksiyonlarin sayis1 5% olarak hesaplanir.
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>
>

Y
Y

Y
Y

Y

Y

Y
Y

> >
> >

Oyunda verilen sartlara gore pulu siiriikleyerek A noktasindan B noktasina ulagtiran tiim yollarda saga
dogru 6 birim ilerlenmesi gerekir. Izgaradaki her siitun icin saga dogru ilerlenecek bir hamlenin yerinin be-
lirlenmesi farkl1 yollarin belirlenmesini saglar. Toplam siitun sayis1 6 olup her siitun igin 6 farkli saga hamle
belirlenmesi miimkiin oldugundan istenilen cevap 6° olarak hesaplanir.

Ornek:

3 erkek ve 4 kadinin, kadinlar kendi i¢erisinde soldan saga dogru boy sirasinda erkeklerden Mustafa erkek-
ler arasinda ortada olmak kosuluyla kag farkli sekilde dizilebilecegini hesaplayiniz.

Ccozum:

Kadinlarin ya da erkeklerin yan yana olmalar1 gerekmemektedir. Mevcut 7 yerden 4 tanesi kadinlar igin ( Z )
farkli sekilde segilir. Bu 4 yere kadinlar bir farkli sekilde dizilirler. Kalan 3 yerden ortadakine ise Mustafa gelir.

Geriye kalan mevcut 2 yere diger erkekler 2! farkli sekilde yerlesirler. Istenilen cevap < Z ) -2 =70 olarak hesaplanr.

6 cift ikizden olusan bir grupta, birbirinin ikizi olanlar ayni takimda olmamak kosulu ile 6 ve 4 kisilik
takimlara ayrilmanin kag farkli sekilde olusturulabilecegini hesaplamak i¢in asag: tablolarda bos birakilan
yerleri hesaplayiniz.

a) [k takimin kag farkli sekilde olusturulabilecegi asagidaki tablo yardimiyla hesaplanir.

Takimdaki kigiler 1 2 3 4 5 6
Kag farkli sekilde
12 1 4 2
secilebilecekleri 0 8 6
Herhanei Kalan 11 Kalan 9 Kalan 7 Kalan 5 Kalan 3
e‘ .a .g kisiden kisiden kisiden kisiden kisiden
Agiklama birini e e o o e
e secilenin ikizi secilenin ikizi segilenin ikizi secilenin ikizi segilenin ikizi
secebiliriz.
cikartilir. cikartilir. cikartilir. cikartilir. cikartilir.
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[k takim 12.10.8.6.4.2 farkli sekilde olusturulur. Ikinci takim geriye kalan dgrencilerden tek tiirlii olusur.
12.10.8.6.4.2

Ancak hem kisiler hem de takimlar agisindan siralama 6nemsiz oldugundan istenilen sonug ol ol 32
olarak hesaplanir.
b) Ik takimin kag farkl: sekilde olusturulabilecegi asag1 tablo yardimiyla hesaplanir.

Takimdaki kisiler 1 2 3 4

Kag farkli sekilde

secilebilecekleri 12 10 8 6

. Kalan 11 kisiden Kalan 9 kigiden Kalan 7 kisiden
Herhangi birini e g g
Ag¢iklama > secilenin ikizi secilenin ikizi secilenin ikizi
secebiliriz.
gikartilir. ¢ikartilir. gikartilir.

[lk takim 12.10.8.6 farkli sekilde olugturulur. Ancak kisiler agisindan siralama énemsiz oldugundan isteni-

12.10.8.6

len sonug 1

= 240 olarak hesaplanir. Geriye iki ¢ift ikiz ve ikizleri ilk takimda yer alan dort kisi kalir.

Iki ¢ift ikizin 2. ve 3. takimlara ayrilmas: dikkate alinir. Ikinci takim 2 - 2 - 42—'3 = 24 farkli sekilde olustur.

Ugiincii takim geriye kalan 6grencilerden tek tiirlii olusur. Ancak takimlar agisindan siralama énemsiz oldu-

240 .24
3!

Dagilim ile ilgili benzer sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 13, 14) I

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

gundan istenilen sonug =960 olarak hesaplanir.

¢ X, X, .. X, € X olmak lizere n elemanl X kiimesinden, n elemanl Y kiimesine tanimli 1-1 ve orten
herhangi bir f: X — Y fonksiyonunun kag farkl: sekilde tanimlanabilecegini arastiriniz.

o Birden m’ye kadar numaralandirilmis ve siralanmis m kartlik bir deste ile birden n'ye kadar numara-
landirilmis ve siralanmis n kartlik bir deste icin etkinlik icerisinde hesaplanan kosegeni gecen (y > x)

+1n

1 > olmasini gerekeelendiriniz.

ya da iistiinde kalan yollarin sayisinin (mn

o  Ustten sinirli tam say1 ¢oziimlerin tekrarli kombinasyon ifadesini igerme disarma prensibinden yarar-
lanarak yaziniz. Ustten sinirli tam say1 ¢oziimlerin 18 pulun 4 oyuncuya, her oyuncunun en fazla 6 pul
almasi sartiyla kag farkli sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz.

e a +a,+a,+ .. +a <n esitsizliginin tam say1 ¢6ziimlerin sayisinia, + a, + a, + ... +a_=m,
m =0, 1, 2, ..., n i¢in ayr1 ayr1 hesaplanan ¢6ziim sayilarinin toplami olarak ifade ediniz. Binom kat-
sayilarindan yararlanarak genel ¢6ziimii veren tekrarli kombinasyon ifadesine ulasiniz.
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« Birbirinden farkli n topun r 6zdes kutuya dagitimini hesaplayiniz. n elemanl bir kiimenin bos olma-
yan r tane alt kiimeye dagilimlarini hesaplayiniz. Ulastiginiz sonuglar karsilastiriniz.

o Stirling sayisi: n elemanli bir kiimenin r tane bos olmayan alt kiimeye dagilim sayisin1 veren ve S(n,
k) ile gosterilen ikinci tiir Stirling sayisini arastiriniz. S(n, k), her kutuda en az bir tane top bulunmasi
sartiyla n farkli topun kutulara kag farkl sekilde dagilacagini ifade eder.

 0/1 Dizileri ve Dyck dizisi: Dyck dizileri iceren durumlarin tekrarli kombinasyon ile nasil iliskili oldu-
gunun tartigilmasi, aragtirilmasi saglanir.

o Catalan sayilari: Tekrarli kombinasyonla ilgili farkli durumlarin ¢6ziimiinde Catalan sayilar1 model
olarak kullanilabilmektedir. Hangi soru modellerinin ¢6ziimiinde bu say1 dizisi oldugunu inceleyiniz.

o Ardisik tam sayilar icermeyen se¢imlerin sayisini aragtiriniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

a. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.
b. 165
c. 572
d. 275

. a. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.
b. Cevabu etkinlik i¢erisinde verilmistir.

c. Cevabi etkinlik igerisinde verilmistir.
- <133> yada (193>
9 9
b'<3> yada(é)
e(3)
\3

. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.

. Cevabi etkinlik i¢erisinde verilmistir.

.12 tastan 5 tanesi kale ve atlar icin segilir ve bu secim (152> farkls sekilde yapilir. Segilen yerlerden
!
ilkine kale yerlestirilir. Kalan 4 yere ise iki kale ve iki at ﬁ sekilde yerlestirilebilir. Kalan 7 yer

! .
2';—;2' farkls sekilde yerlestirilebilirler. Istenilen cevap (152> 6630 =

3780 - ( 152> olarak hesaplanir.

i¢in geriye kalan taglar

. Erkek gozlemcilerin siralanmasi 7!
Kadinlarin dizilebilecegi yerlerin segilmesi C(8, 4)
Segilen yerlere kadinlarin yerlestirilmesi 4!
Carpma ilkesi kullanilarak sonug¢ C(8, 4) 7!4! olarak hesaplanir.

. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.
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. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.

. 10"

10!

P (10, 10) = m=

10!
10!
. Cevabu etkinlik icerisinde verilmistir.
. a. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.

b. Cevabi etkinlik icerisinde verilmistir.

. Once 2 rakamlari siralanir.

Geriye kalan 7 bosluktan 4 tanesine 1 rakamlar: (152> = 35 farkl gekilde yerlestirilir. Istenilen cevap
35 olarak hesaplanir.

. Cift rakamlar (22224) i—: = 5 farkli sekilde siralanir.
G G G G G

Kalan 6 bosluktan 4 tanesi ( 2 > = 15 farkli sekilde segilir. Tek rakamlar (1135) bu dért bosluga ‘21—: =12

farkli gekilde yerlesir. Istenilen cevap 5 - 15 - 12 = 900 olur.
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Etkinlik Formu

D@ E|@®
D@ ®

a. Sekilde gosterildigi gibi birden bese kadar numaralandirilmis ve siralanmig bes kartlik bir deste
ile birden tice kadar numaralandirilmis ve siralanmus ti¢ kartlik bir deste bulunmaktadir. Bu iki

destede bulunan kartlarin her biri kendi icerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak sekiz kartlik
bir deste olugturulmak istenilmektedir. Ornegin yeni olusan destenin 11223345 ve 12312345
seklinde olmasi istenilen gart1 saglarken 1223145 olmasi bu sart1 saglamamaktadir. Istenilen
sart1 saglayan sekiz kartlik deste kag farkl: sekilde olusturulur?

Kartlarin karilmasinda istenilen sart1 saglayan durumlarin belirlenmesinde, koordinat sistemin-
de (0,0) noktasindan (5,3) noktasina gizilebilecek 8 birim uzunlugunda farkl yollarin ¢izilmesi
bir ¢6ziim modeli olarak kullanarak asagidaki sablon {izerinden sayiniz. Bu sablondan b, c ve d
siklarinda verilen farkli durumlar1 hesaplamak i¢in yararlaniniz.

. Birden yediye kadar numaralandirilmis ve siralanmis yedi kartlik bir deste ile birden dorde ka-
dar numaralandirilmis ve siralanmig dort kartlik bir deste bulunmaktadir. Bu iki destede bu-
lunan kartlarin her biri kendi igerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak on bir kartlik bir deste
olusturulmak istenilmektedir. Istenilen gart1 saglayan deste kag farkli sekilde olugturulur?

. Birden sekize kadar numaralandirilmis ve siralanmis sekiz kartlik bir deste ile birden bese kadar
numaralandirilmis ve siralanmig bes kartlik bir deste bulunmaktadir. Bu iki destede bulunan
kartlarin her biri kendi igerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak on ii¢ bir deste olusturulmak
istenilmektedir. Istenilen sart1 saglayan deste kag farkli sekilde olugturulur?
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d. Birden sekize kadar numaralandirilmis ve siralanmig sekiz kartlik bir deste ile birden dorde
kadar numaralandirilmis ve siralanmig dort kartlik bir deste bulunmaktadir. Bu iki destede bu-
lunan kartlarin her biri kendi igerisinde sirali kalmak sartiyla karilarak on iki kartlik bir deste
olusturulmak istenilmektedir. Istenilen sart1 saglayan deste kag farkli sekilde olugturulur?

18 6zdes hamle pulu 7 oyuncuya,
a. Kag farkli sekilde,
b. Her oyuncu en az bir pul almak kosulu ile kag farkli sekilde,

c. llkinde en az tig, ikincisinde en az dort, iigiinciisiinde en az iki ve diger oyuncularda en az bir
pul olmak kosulu ile kag farkl sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz.

Somut materyaller ile denemeler yapiniz. Bu soruyu genellestirerek n pulun r oyuncuya istenilen
sartlarda kag farkli dagitilabilecegini veren tekrarli kombinasyon ifadelerini gerekgelendirerek yazi-
niz.

10 6zdes topun 4 kutuya,
a. Kag farkli sekilde,

b. Her kutuda en az bir top almak kosulu ile ka¢
farkli sekilde,

. Ilkinde en az iki, ikincisinde en az li¢ ve diger
kutularda en az bir top olmak kosulu ile kag
tarkli sekilde dagitilabilecegini hesaplayiniz.

Somut materyaller ile denemeler yapiniz. Bu
soruyu genellestirerek n topun r kutuya istenilen
sartlarda kag farkli dagitilabilecegini veren tek-
rarli kombinasyon ifadelerini gerekcelendirerek
yaziniz.

. Elimizde bulunan 6zdes kutu sayis1 onemsenmeden 5 topun bu kutulara kag farkl sekilde dagiti-

labilecegini hesaplayiniz. Farkl: top sayilar: i¢in benzer sorular tireterek ¢oziiniiz ve genel ¢oziime
ulagilip ulasilamadigini aragtiriniz.
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5. (ntane nesneden r tanesinin segilmesi ve siralanmasi) Onceki etkinliklerden (temel sayma ve fakt-

riyel, permiitasyon, tekrarli ve donel permiitasyon, kombinasyon) ve bu etkinlikten n tane nesneden
r tanesinin segilmesi ve siralanmasi ile ilgili elde ettiginiz ¢ikarimlari tabloda bos birakilan boliim-
lere yaziniz. Nesnelerin 6zdes olmasi, hepsinin farkli olmasi, her tiirden belli sayida ya da istenildigi

kadar olmasi durumlarini tartisiniz.

Matematiksel ifadesi
r nesnenin dizilis sayisi

r nesnenin segilis sayisi

Yukaridaki satrang taslarinin kag farkl diziliminde ilk kale ilk attan 6nce gelir?

. 7 erkek ve 4 kadin gézlemcinin, herhangi iki kadin gozlemci yan yana gelmeyecek sekilde teleskop
kuyruguna kag farkli sekilde dizilebilecegini tabloda bog birakilan yerleri hesaplayarak bulunuz.

1. Adim Erkek gozlemcilerin siralanmasi
2. Adim Kadinlarin dizilebilecegi yerlerin secilmesi

3. Adim Secilen yerlere kadinlarin yerlestirilmesi
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. (Fonksiyonlarin sayis1) Onceki etkinliklerden (temel sayma ve faktoriyel, permiitasyon) ve bu etkin-
likten sonlu iki kiime arasinda tanimli olan tiim fonksiyonlarin, 1-1 ve drten fonksiyonlarin sayilari
ile ilgili elde ettiginiz ¢ikarimlar1 tabloda bos birakilan boliimlere yaziniz. Xp Xy s X, € X olmak
tizere n elemanli X kiimesinden, m elemanl1 Y kiimesine tanimli tabloda belirtilen sartlar1 saglayan
f: X = Y fonksiyonlarinin sayilarini hesaplayiniz.

Tiim fonksiyonlarin sayisi
n < m igin 1-1 Fonksiyonlarin Sayis1
n > m i¢in Orten Fonksiyonlarin Sayist

n = m 1-1 ve Orten Fonksiyonlarin Sayist

. Bir gokyiizii gozlem etkinliginde 25 kisilik gruba 5 farkli atélyede gorev verilecektir. Gorev dagili-
munin kag farkli sekilde yapilabilecegini olusturdugunuz tablodan yararlanarak hesaplayiniz. Atol-
ye gorevlerinin gozlemcilere dagilimini, gézlemciler kiimesinden atélyeler kiimesine bir fonksiyon
olarak diistinerek sonucu yaziniz.

Tiim fonksiyonlarin sayisi

. Bir gokyiizii gozlem etkinliginde 10 kisilik gruba, 10 farkli atélyede gorev verilecektir. Gorev dagi-
liminin kag farkli sekilde yapilabilecegini bir dnceki soruda olusturdugunuz tablodan yararlanarak
hesaplayiniz. Atolye gorevlerinin gozlemcilere dagilimini, gozlemciler kiimesinden atolyeler kiime-
sine bir fonksiyon olarak diisiinerek sonuglar1 yaziniz.

Tiim fonksiyonlarin sayisi
n < m i¢cin 1-1 Fonksiyonlarin Sayis1

n=m 1-1 ve Orten Fonksiyonlarin Sayist
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1. Pul Siiriikleme Oyunu

L[N

N

Sekilde gosterilen 5 x 6’11k 1zgaranin sol alt kdsesinde (A noktasi) yer alan pul her hamlede bir birim
saga, yukariya ya da asagida dogru yonlendirilebilmektedir. Pulun her noktadan en fazla bir kere
gecmesi sartiyla sag iist kdseye (B noktasi) kag farkli sekilde siiriiklenebilecegini hesaplayiniz.

. 6 ¢ift ikizden olusan bir grupta birbirinin ikizi olanlar ayni takimda olmamak kosulu ile

a. 6 kisiden

b. 4 kisiden olugan takimlara ayrilmanin kag farkli sekilde yapilabilecegini hesaplayiniz.

Alt1 kisilik takimlara ayrilmanin kag farkli sekilde olusturulabilecegini hesaplamak i¢in asag: tablo-
da bos birakilan yerleri hesaplayiniz.

Tamdakdldsler 1

Dort kisilik takimlara ayrilmanin kag farkl: sekilde olusturulabilecegini hesaplamak igin asag1 tab-
loda bos birakilan yerleri hesaplayiniz.

. 1111222222 rakamlariyla yazilan 10 basamakli sayilarin kaginda herhangi iki tane 1 rakami yan
yana bulunmaz?

. 113522224 rakamlariyla yazilan 9 basamakli sayilarin kaginda herhangi iki tek rakam yan yana de-
gildir?
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[=]iT™ [=]

] Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : OLASILIK
MODUL/KONU : Sonlu Matematik/Olasilik

KAZANIMLAR : 1. Ornek uzay, deney, ciktl, bir olayin timleyeni, kesin olay,
imkansiz olay, ayrik olay ve ayrik olmayan olay kavramlarini
aciklar.

2. Olasilik kavrami ile ilgili uygulamalar yapar.

3. Basit olaylarin olma olasiliklarini permutasyon ve kombi-
nasyon yardimiyla hesaplar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, madeni paralar, zarlar.

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte; ornek uzay, deney, cikti, bir olayin tumleyeni, kesin olay, imkansiz
olay, ayrik olay ve ayrik olmayan olay kavramlarini aciklamak ve érnek uzay, deney,
cikti kavramlarini es olasi durumlardan yola cikilarak es olasi olmayan durumlar
icin de drneklendirmek ve tanimlamak amaclanmaktadir. Ayrik olay ve ayrik ol-
mayan olayl aciklamak, olasilik kavrami ile ilgili uygulamalar yapmak ve es olasi
olan ve olmayan olaylarin olasiliklarini hesaplamak etkinligin amaclari arasindadir.
Tumleyen, ayrik olay ve ayrik olmayan olay ile ilgili olasiliklarin hesaplanmasi, ger-
cek yasam problemlerinin ¢dzulmesi ve basit olaylarin olma olasiliklarinin permu-
tasyon ve kombinasyon yardimiyla hesaplanmasi saglanir.

Baslarken...

Bir seyin olmasinin veya olmamasinin matematiksel degeri olarak ifade
edilen ve istatistik gibi pek ¢ok alanda olaylarin olabilirligini hesaplamak i¢in
yaygin sekilde kullanilan olasilik (ihtimaliyet) teorisinin tarihsel temelleri sans
oyunlarinin matematiksel incelemelerine dayanir. Asagida verilen sans oyunu-

nun matematiksel incelemesini yapiniz.

Sahip oldugunuz madeni para sayisimin arkadasimzin sahip oldugu madeni

para sayisindan bir fazla olmast durumunda her ikiniz de madeni paralar: aym

anda havaya atip tura sayisini gozlemlerseniz sizin arkadasinizdan daha fazla
tura elde etme ihtimaliniz nedir (paralarin her iki yiiziintin gelmesi esit)?
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Yukarida verilen durumda daha fazla tura gelmesi ihtimalinin hesaplanmasinda madeni paralar ile dene-
meler yapilmasi ve ¢ikarimlarda bulunulmasi saglanir. Bir fazla madeni parasi olan kisi ya digerinden daha
fazla tura atacaktir ya da daha fazla yazi atacaktir. Bir fazla madeni paraya sahip oldugu icin her ikisi birden
saglanmaz ya ilki ya da ikincisi gergeklesir. Simetriden kaynakli olarak birbirlerinden bagimsiz ve esi olmayan
bu iki durum esit ihtimalle gergeklesebilir. O halde bir fazla madeni parasi olan kisinin digerinden daha fazla

tura atmasi ihtimali %’dir. Bu sonug her iki kisinin sahip olduklar1 madeni para sayisindan bagimsizdir.

Buna benzer durumlarda ve ger¢ek yasam problemlerinde ihtimaller tizerine hesaplar yapmak olasilik kav-
ramu ile ilgilidir. Benzer durumlar: 6rneklendiriniz. Bu durumlarda ortak ve farkli olan yanlar1 belirleyiniz.

Olasilik konusu ile ilgili 6rnek uzay, deney ve olay kavramlar: ile ilgili tabloda verilen agiklamalar ile veri-
len 6rnek iizerinden bos birakilan kisimlar: tamamlayiniz. Son iki satirda deney belirleyerek doldurunuz. Bu

tablodan ulastiginiz ¢ikarimlari belirtiniz.

Deney: Belirli kosullar altinda tek-
rarlanabilen ve her tekrarda farkli

sonuglanabilen islem

1. Bir paranin atilmasi

2. Bir gruptaki bireylerin cinsiyet-
lerini konu edilen deney

3. Bir zarin atilmasi

4. 1lk defa yazi gelene kadar bir

paranin atilmasi

5. Agirliklarin 500 kilogramdan
az olacagi kabul edilerek Antal-
ya'ya gelen turistlerin kilolarin
gozlemleyen bir deney

Sira sizde ...

Sira sizde ...

Cikarimlar

Ornek uzay: Bir deney sonucunda
olasi ciktilarin ya da gérunuslerin

butununden olusan kume
yazi (Y) veya tura (T) gelebilir
{, T}
Erkek (E) veya kadin (K) olabilir
{E, K}
Alti yozOnden biri gelebilir
{1,2,3,4,5,6}
Herhangi birinde gelebilir
1N, (TY), (TTY), ..}

(0,500) araligindaki reel sayi ge-
lebilir

Olay: Ornek uzayin her bir alt ki-

mesi

Paranin yazi gelmesi
{Y}
Erkek olmasi
{E}
Ust yize gelen sayinin 3 olmasi
{3}
Sekizinci atista yazi gelmesi

{TTTTTTTY)}

50 kilogram olmasi
{50}

Dorduncu ve besinci deneylere bakilarak 6rnek uzay sonsuz bir kime olabilir. Altinci deneye bakilarak gozlen-

mesi imkansiz olan ciktilar da 6rnek uzaya dahil edilir.
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Olasiligin Aksiyomlari ve Temel Teoremleri

AN

S 6rnek uzayinin kuvvet kiimesi (tiim alt kiimelerinin kiimesi) tizerinde tanimlanan P fonksiyonuna
agagida belirtilen ti¢ aksiyomu saglamasi durumunda olasilik (olasilik dagilim) fonksiyonu denir.

1.V A c S olay1 igin P (A) negatif olmayan reel sayidir.
2. P(S) = 1dir.

3. Ikiger ikiger ayrik A ..., A kiimelerii¢in P(A U...UA)=P(A)+ -+ P (A)dir

Teorem: S 6rnek uzayi tizerinde tanimli bir P olasilik fonksiyonu ve herhangi bir A < § olay1 i¢in
0<P(A)<1

A olayinin tiimleyeni A ise P (AD=1-P(A) (Bir A olayinin olmama olasilig1 1- P (A) dir.) Bir olayin
gerceklesmemesinin olasilig1 ile gerceklesmesinin olasilig: toplami 1dir.

P(®)=0.

Asagida tabloda verilen kesin ve imkansiz olay 6rneklerini inceleyiniz. Siz de belirlediginiz deneylerde im-
kansiz ve kesin olaylara 6rnekler veriniz.

Deney P (A) =1 ise kesin olay P (A) = 0 imkansiz olay

Bir zarin atilmasi Gorunen yuzun 6dan kicik veya  Gortnen yuziun 6'dan buyuk sayi
, esit bir sayr olmasi olmasi

Sira sizde ...

— AR

Imkansiz ve Kesin Olaylar: Bir deney sonucunda A olayimin gerceklesme olasiligi yoksa (P (A) = 0)
imkansiz olay, gerceklesme olasilig1 kesinse (P (A) = 1) kesin olay denir.

Olaylarda Birlesim ve Kesisimler: Verilen A ve B olaylar1 i¢in
P(AveyaB)=P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
P(AveB)=P(ANB)
Boole Esitsizligi: P (A veya B) = P (A U B) = P (A) + P (B) - P (A N B) ifadesinden P (A U B) < P (A) + P(B)
esitsizligi yazilabilir.

Monotonluk Kurali: A € B olmast durumunda P (A) < P (B) dir.
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Ayrik Olaylar: A ve B ayn1 6rnek uzaya ait iki olay olmak {izere P (A N B) = 0 ise bu olaylara ayrik olaylar
denir. A ve B ayrik olaylar ise P (A U B) = P (A) + P (B) olur.

Asagida tabloda belirtilen deneyleri inceleyiniz. Verilen 6rnekler izerinden es olas1 olan ve olmayan olay-
lar1 (dagilim fonksiyonu olarak diizgiin dagilim fonksiyonu kullanilip kullanilmayacagini) belirleyiniz. Gerek-
¢esini tartigarak yaziniz. Bu deneylerden yola ¢ikarak her iki durum i¢in deney 6rnekleri veriniz. Elde ettiginiz

¢ikarimlar yaziniz.

Es ol lay (diizgiin dagil
Gl dty (Ehabn i Es olasi olmayan olay (diizgiin dagiim fonksiyonu

Deney fonksiyonu kullanma) ve .
. kullanmama) ve gerekcesi
gerekcesi
Bir zarin atilmasi deneyi Deney sonucunun 1 veya 2 ol-

masi arasinda fark yoktur. Ornek
uzayda yer alan her {1,2,3,4,5,6}
sayinin deney ciktisi olarak goz-
lenmesini beklemek aynidir.

En genis alana sahip karsilikli 1 gelmesi konusunda beklenti 2 ya da 3 gelmesine gore
iki yuzune 1, en kiguk alana daha kuvvetlidir. Ornek uzayda yer alan 1, 2 veya 3 say!-
sahip karsilikli iki yuzine 2 ve sinin deney ciktisi olarak esit sayida gozlenmesini bekle-
diger yuzlerine 3 yazili olan bir mek ayni degildir.

kibrit kutusunun atilmasi.

iki farkli madeni para ayni Ornek uzayda

anda atilip goérinen yuzlerin {YY, YT, TY, TT} olasilik dagilimi
énce buyuk daha sonra kicik duzgindur. Ornedin YT buyuk
olan madeni para icin yazil- olanin yazi kiguk olanin tura gel-

masl deneyi digini ifade eder.

Ozdes iki madeni para ayni Ornek uzay

anda atilip gérunen yuzlerin {YY, YT, TT} olur. Ornedin YT birinin yazi digerinin tura

yazilmasi deneyi geldigini ifade eder. TT ya da YY gelmesi icin tek yol var-
ken YT gelmesi iki farkli yoldan olabilir. P (YT) = 2P (YY)
olarak ifade edilebilir. P (YY) + P (TT) + P (YT) = 1 esitli-
ginde yerine yazilirsa P (YY) = % JP(TT) = % CP(YT) = %
olarak belirlenmis olur.

Sira sizde ...

s IANIM

Es Olas1 Olan ve Olmayan Olaylarin Olasiliklar1-Diizgiin Dagilim Fonksiyonu: S = {s, s, ..., s }

ornek uzayinda P (s)) = P (s,) = =P (s ) = % ise P’ye diizgiin dagilim fonksiyonu denir. Es olas1 olan

olaylarin olasiliklar1 seklinde ifade edilebilir. Es olas1 olmayan olaylarin olasiliklar: ise verilen duruma

gore hesaplanir.
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Ornek:

Asya ile Bagak 1'den 5% kadar tam sayilar arasindan rastgele bir tam say1 segerler. Sectikleri sayilarin topla-
minin bir tek tam say1 olma olasiligini hesaplayiniz.

Coézum:
Ornek uzay {(1,1), (1,2), ..., (5,5)} olarak yazilir. Olasilik dagilimi diizgiin olarak kabul edilebilir. Toplamin
tek say1 olmasi i¢in Asya ya da Basak’tan biri tek digeri ¢ift say1 segmelidir.

{an, (1,2), ..., (5,5)} (1,2), (2,1), (1,4), (&4.1), (3,2), (2,3), (3,4), (4,3), (52), (2,5), (5/4), (4,5)

Ornek uzayda yer alan 25 sayi ciftinden 12 tanesinin bir bilegeni tek, diger bileseni

12

cifttir. Istenilen olasilik o%

olarak hesaplanir.

Asya ile Bagak bir cift zari atarak ust ylize gelen sayilarin toplami kadar hamle yapmaya dayali
bir oyun oynamaktadir.

a. Bir ¢ift zarin ayni anda atilmasi deneyinde érnek uzay belirleyiniz.

b. Zarlarin st yuzine gelen sayilarin toplam ile ilgili olasi durumlari inceleyiniz. Hesaplamalar
yaparak tabloda bog birakilan alanlara yaziniz.

c. Son hamleyi Asya yapacak olup zarlari attiginda goriinen ytizlerinin toplami 6 ise oyun berabere
bitecektir. Oyunun berabere bitme olasiligini hesaplayiniz.

d. Son hamleyi Asya yapacak olup zarlari attiginda goérinen yizlerinin toplami 7 veya 7'den
blyik ise oyunu kazanmaktadir. Asya’nin oyunun kazanma olasiligini hesaplayiniz.

e. Son hamleyi Asya yapacak olup zarlar attiginda gorinen yizlerinin toplami 5’ten kigik ise
oyunu Bagak kazanmaktadir. Bagak'in oyunun kazanma olasiligini hesaplayiniz.
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Bir ¢ift zarin atimasi deneyi ile ilgili etkinlikte olusturdugunuz tablodan yararlanarak farkl
olasiliklar hesaplamaya dayall problemler dretiniz ve sonuglari hesaplayiniz.

Goziim:

a. Ornek uzay {(11), (1,2), .., (16), (2,)), (2,2), ..., (2,6), ..., (6,1), (6,2), ... (6,6)} olarak yazilir. Ornek
uzayda 36 sayi gifti vardir.

b.

@y 2, 3), a4, 05, 06), (26), 36), 46), (56), (66)
1) 22), 23), (24), 25, B5, @5, (55), (65)
@D B2, B3, B4, &4, (64), (64
@) 42, &3), 63), 63)
G) (2), 62)
()

. Oyunun berabere bitme olasiligini 3% olarak hesaplanir.

. Goriinen ylzlerin toplaminin 7 veya 7'den buyik olmasi olasiligi (Asya'nin oyunu kazanma

olasiligr) yukaridaki tablo yardimiyla 0+5+4+3+2+1_21 _ 7 jarak hesaplanir.

36 36 12
. Goriinen yizlerinin toplaminin 5'ten kigiik olmasi olasiligi (Bagak'in oyunu kazanma olasiligr)
4+3+2+1_1 _ 5

36 3% -1 olarak hesaplanir.

Bir ¢ift zarin atilmasi deneyi ile ilgili olasilik sorularina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3, 4)

ARASTIRMA &
P ®

Farkli sayida yuUze sahip zarlarin kullanilmasi durumlarini du- @;@“m

N &

sUnerek yeni zar atma sorulari Uretiniz ve Urettiginiz bu soru- & -~ \’@
larin olasilik degerlerini hesaplayiniz.
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Ornek:

Yukarida gosterilen 1zgaranin sol alt kosesinde duran pulun hareketini belirlemek i¢in madeni para atil-
maktadir. Madeni para atildiginda tura gelirse pul bir birim yukariya, yazi gelirse bir birim saga hareket ettiri-
lir. Madeni para 4 kere atildiginda pulun 1zgaranin tam ortasinda olma olasiligini hesaplayiniz.

Madeni para dort kere atildiginda pul toplamda 4 birim ilerleyecegi i¢in asagida isaretli noktalardan birine
gelebilir. Bu noktalara kag farkli sekilde hareket ettirildigini sayma yolu ile hesaplayarak 6rnek uzay 16 olarak
belirlenir.

Istenilen olasilik % = % olarak hesaplanir.
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A'dan B'ye en kisa yollardan her birinin segilmesi olasiliginin esit olmasi durumu ile her késede

gidilecek yonlerin secilmesi olasiliginin egit olmasi durumunu kargilagtiriniz ve ulagtiginiz sonuglari

tabloya yaziniz. Olasilik hesabi yaparken bu farklilik ¢6zimiiniizii nasil etkiler.

a. Adan B'ye en kisa yollardan her birini se¢me olasiligi esit ise C'de bulunan antik meydandan

gecme olasiligini hesaplayiniz.

Bir yolun tamaminin secilmesi olasiigi diger bir yolun tamaminin segilmesi olasiligina esittir.

Turist gidilebilecek tim yollar arasindan bir tanesinin segilip gidilmesi gerekir.

birini se¢gme olasiligi esit ise istenilen sonug

12

A'dan B'ye giden toplam ( 5

> = 792 yoldan <Z><?> = 378 tanesi C'den gecer. Yollardan her

378 _ 21

295 = g olarak hesaplanir.

b. A'dan B'ye en kisa yoldan gidecek turistin her kosede gidebilecegdi yonleri segme olasiligi esit

ise C'de bulunan antik meydandan gegme olasiligini hesaplayiniz.

flk siktan farkl olarak burada her kége bagina gelindiginde eger sadece bir yéne gidebiliyorsa
zaten o yone gidilir eger iki yone gidebiliyorsa rastgele biri belirlenir. Her kdseye turistin o
noktaya gelme olasiigi yazilarak hesap yapilir. Asagida verilen gekil Gzerinden P, Q ve R
noktalari igin 6rnek analiz yapilir.

P noktasina sadece P, noktasindan gelinir. P, noktasindan gidilebilecek iki kdge vardir. P/'e
gelme olasiliginin yarisi P'ye gelme olasiligi olur.

Q noktasina Q, ve Q, noktalarindan gelinir. Q,'den gegilirse mecbur Q'ya gidilir. Q, noktasi

igin ise iki alternatif vardir. Q noktasina gelme olasiigi Q = Q , + % Q,dir.

R noktasina R, ve R, noktalarindan gelinir. Hem R, ve hem de R, icin R noktasi alternatiftir.

Dolayisiyla R noktasina gelme olasiligi R = % R, + % R, dir.

B'ye gelme olasiligi ise ona gelen koselere gelme olasiliklari toplamina esittir ve 1 olur.

Bu analizler yardimi ile her kogeye gelme olasiliklari agagidaki gibi hesaplanir.
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63

256 olarak hesaplanir.

C noktasindan gegme olasiligi

Ornek:

[¢erisinde bir tane beyaz top oldugu bilinen torbaya, siyah ya da beyaz olma olasilig1 esit ama torbada bu-
lunan beyaz top ile 6zdes olmadigi bilinen olan bir top daha atiliyor. Daha sonra bu torbadan bir top ¢ekiliyor.
Cekilen topun beyaz oldugu bilindigine gore rengine bakilmadan atilan topun beyaz olma olasiligini hesap-

layiniz.

Ccozum:
Olas1 durumlar incelenerek 6rnek uzay belirlenir.
Rengine bakilmadan atilan top beyazdir ve bu top ¢ekilmistir.
Rengine bakilmadan atilan top siyahtir ve diger top ¢ekilmistir.
Rengine bakilmadan atilan top beyazdir ve diger top ¢ekilmistir.

O halde gekilen top beyaz ise sonradan eklenen topun da beyaz olmas: olasilig % olur.
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‘" HNEN
®

a. Her birinden istedigimiz kadar kullanabildigimiz X, Y ve Z pullarinin 1 x 2'lik 1zgaraya farkl
yerlegimlerinde cift sayida X pulu bulunmasi olasiligini hesaplayiniz. Somut nesneler ile de-
nemeler yaparak ¢dziime ulagmaya caliginiz. {stenilen durum sayma yoluyla hesaplanama-
yacak kadar fazla olursa nasil ¢éziime ulagilabilecegini tartiginiz.

. Her birinden istedigimiz kadar kullanabildigimiz X, Y ve Z pullarinin 1 x 6'lik 1zgaraya farkli
yerlegimlerinde ¢ift sayida X pulu bulunmasi olasiligini hesaplayiniz.

. Farkli 1zgara boyutlari icin ¢ozerek genellegtiriimis ¢éziime iligkin gikarimlarda bulununuz.
Her birinden istedigimiz kadar kullanabildigimiz X, Y ve Z pullarinin 1 x n’lik 1zgaraya farkl
yerlegimlerinde ¢ift sayida X pulu olma olasiligini hesaplayiniz.

Cozim:

a. 1x2'lik 1zgaraya yerlegimlerde igerisinde tek sayida X pulu icerenlerin sayisi T, ve ¢ift sayida
X pulu igerenlerin sayisi G, ile gosterilir.

1x2'lik 1zgara igin 6rnek uzay T, + G, = 3* = 9 olur.

¢ _s

{stenilen olasilik olarak hesaplanir.
T,+C, 9 P
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(b ve ¢ Siklari icin On Hazirlik)

T, tane yerlegimden sonuncu pulu X pulu olanlarin sayisi G, ; sonuncu pulu Y olanlarin sayisi T,
ve sonuncu pulu Z olanlarin sayisi T, olur. Asagida verilen esitliklerin saglandigini belirleyiniz.

T,=2.T +¢
C,=2.C +T olur

T,=1ve G, =2olur.

b. 1x 6lik 1zgaraya yerlesimler icerisinde tek sayida X pulu igerenlerin sayisi T, ve gift sayida X
pulu igerenlerin sayisi G ile gosterilir.

1x 6'lik 1zgara igin 6rnek uzay T, + G, = 3° olur.

T, tane yerlegsimden sonuncu pulu X pulu olanlarin sayisi G,; sonuncu pulu Y olanlarin sayisi
T, ve sonuncu pulu Z olanlarin sayisi T, oldugu igin

T,=2.T,+G,
G, =2.G, + T, olur. ki denklemin taraf tarafa farki alindiginda

T, - G, = T, - G, olur. Bu ifade tek sayida X pulu igeren yerlegimlerin sayisi ile gift sayida X
pulu iceren yerlegimlerin sayisi arasindaki farkin sabit kaldigini gostermektedir.

T,=1ve G, = 2 olur. Her n pozitif tam sayisi igin T, - G, = T, - C, = -1 olur. Bu egitlikten elde

3041
edilen T, = G, - lifadesi T, + G, = 3° denkleminde yerine yazilr. G, = 2 bulunur.

341

3%+1
%Q = ;6 = — 35 olarak hesaplanr.
6 6 )

istenilen olasilik T
. 1xn'lik 1zgaraya yerlegimler igerisinde tek sayida X pulu igerenlerin sayisi T_ve cift sayida X

pulu igerenlerin sayisi G_ile gésterilir.

Ornek uzay T +G, =3"olur.

I tane yerlesimden sonuncu pulu X pulu olanlarin sayisi G __; sonuncu pulu Y olanlarin sayisi
n n-1

I . ve sonuncu pulu Z olanlarin sayisi T__ oldugu igin

n-1 n-1

Tn =2. Tn—] + gn—]

¢, =2.G ,+T olur iki denklemin taraf tarafa farki alindiginda
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T -GC,=T -G, olur. Buifade tek sayida X pulu igeren yerlegimlerin sayisi ile ¢ift sayida X
pulu iceren yerlesimlerin sayisi arasindaki farkin sabit kaldigini géstermektedir.

T,=1ve G, = 2 olur. Her n pozitif tam sayisii¢in T - G =T, - C, = -1 olur. Bu egitlikten elde

edilen T =G -1lifadesi T + G = 3" denkleminde yerine yazilir. G = 3n2+1 bulunur.

3n+1
2 3" +1

. ) C,
[stenilen olasilik Tn +C =3 " 2.3

olarak hesaplanir.

Dizilimler ile iliskili olasilik sorularina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5)

Ornek:

4 tane 6zdes beyaz ve 8 tane 6zdes mavi boncuk rastgele halka seklinde dizilerek kolye yapilirsa 2 tane be-
yaz boncugun yan yana gelme olasiligini hesaplayiniz.

Coézum:

Toplam 12 boncugun halka etrafinda farkli dizilimleri 6rnek uzay olup bir boncuk sabitlenip geri kalan 11
boncugun dizilmesinin kag farkli sekilde yapilacag: hesaplanir (donel permiitasyon etkinligi). Mavi boncuk

sabit olursa 4 tane 6zdes beyaz ve 7 tane 6zdes mavi boncuk (141) = 330 farkl: sekilde dizilebilir (Tekrarli kom-
binasyon etkinligi).

Beyaz boncuklarin yan yana olmamasi i¢in 6nce 4 tane beyaz boncuk yerlestirilir daha sonra herhangi iki-
sinin arasina mavi gelecek sekilde 3 mavi boncuk yerlestirilir. Geriye kalan 4 mavi boncuk ise

B-M -B-M-B-M -B-
gosterilen 8 yerden 4 tanesine (2) = 70 farkl sekilde yerlesir. Istenilen cevap % = % olarak hesaplanir.

Ornek:

Aralarinda tam olarak dort tanesi egitmen olan 12 kisilik gokyiizii gozlem grubu 6te gezegenler, takim-
yildizlar1 ve galaksiler atélyelerine esit sayida dagitilmistir. Her atolyede en az bir egitmen olmasi olasiligini
hesaplayiniz.

Coézium:

Olas1 durumlar incelenerek 6rnek uzay belirlenir.
12| (8) (4)_ 120 _
<4>'(4>‘<4>‘<4!>3 s

450



SONLU MATEMATIK

Tiim egitmenlerin ayni grupta olmasi durumlari

3 4 8 4)_ 3.8 _
<1>.<4>.<4>.(4>— @) = 210 olarak hesaplanir.

Ug egitmenin bir grupta digerinin bir grupta olmasi durumlari

3 4 8 2 1 7 4) _ _
<1>.<3).<1>.<1>.<1>.<3).<4>—3.4.8.2.1.35—672001arakhesaplan1r.
Iki egitmenin bir grupta diger ikisinin de diger bir grupta olmast durumlari

3 4 8 2 2 6 4) _ _
<1>.<2).<2>.(1>.<2>.<2).<4>—3.6.28.2.1.15.1—1512001arakhesaplan1r.

[stenmeyen durumlarin sayis1 210 + 6720 + 15120 = 22050 oldugundan istenilen olasilik (34650 - 22050 =

12600) 12600
34650

olarak hesaplanir.

Ornek:

Her yiizli 1'den 6’ya kadar numaralandirilmis 6zdes 27 beyaz kiipten tek bir kiip olusturulup dis yiizii siya-
ha boyanir. Daha sonra biiyiik siyah kiip tekrar birim kiiplere ayrilir ve bu kiipler bir torbaya konur. Torbadan
sirastyla rastgele secilen kiipler ile yeniden biiytik kiip olusturulur. Olusturulan yeni kiipiin de dis yiizeyinin
tamamen siyah olma olasiligin1 hesaplayiniz.

Ccozum:

Torbada 4 gesit boyali kiip bulunur. 8 adet 3 yiizii siyah kiip (1. Grup), 12 adet 2 yiizii siyah kiip (2. Grup),
6 adet tek yiizii siyah kiip (3. Grup), 1 adet tiim yiizleri beyaz olan kiip (4. Grup) vardir.

Kiiplerin yiizlerinin numaralandirilmis olmasina dikkat edilmesi farkli yerlesim durumlari olusturacag i¢in
¢oziimde 6nemlidir. [lk gruptaki her bir kiip koselere tiger farkli sekilde yerlestirilebilecegi icin (siyah yiizlerin-
de numaralar yazili oldugundan) 8 kiip i¢in 3* farkli durum olur. Bu 8 kiip koselere 8! sekilde yerlestirilebilecegi
icin {i¢ yiizii siyah kiipler 3° . 8! farkli sekilde yerlestirilir. Ikinci gruptaki her kiip icin iki olasi yerlesim vardir
(siyah yiizler numaralandirilmis oldugundan) ve bunlar kenarlara 12! gekilde yerlestirilir. Ikinci grup igin 2'2.
12! farkli yerlegim olur. Ugiincii grup icin 4 farkli olasi yerlesim vardir ve bunlar yan yiizlerin ortasina 6! Sekilde
yerlesir. Ugiincii grup icin 4°. 6! farkli yerlesim olur. Beyaz kiip ise ortaya 24 farkli sekilde yerlesir.

Toplam 3%. 8!.2'2.12!.4°. 6! 24 farkli siyah kiip olusturulabilir. Her kiip 24 farkli sekilde yerlestirilip ve
bu kiipler 27! farkl: sekilde siralanabilir. Istenilen olasilik

3%.8!.22.121.4%.6!.24
247 27!

~ 1,83 .10 olarak hesaplanir.

Basit olaylarin olma olasiliklarin1 permiitasyon ve kombinasyon yardimiyla hesaplamaile ilgili
sorulara yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 6-10)
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EK ETKINLiK ONERISI

Aragtirma Sorulari

Etkinlikte yer alan zar sorularindan, farkli sayida yiize sahip zarlarin kullanilmasi durumlarini disii-
nerek yeni sorular iiretiniz ve tirettiginiz bu sorularin olasilik degerlerini hesaplayiniz.

« Bernoulli deneyi ve binom dagilimini aragtiriniz.

o Ornek uzay1 S olan bir deneyde, B olayinin gerceklestigi biliniyorsa A olaymnin sahip oldugu olasilik
degerinin nasil hesaplanabilecegini belirleyiniz.

o Kosullu olasiligin genel durumu olarak Bayes teoremini inceleyiniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Cevabi etkinlik igerisinde verilmistir.
. Cevabi etkinlik igerisinde verilmistir.

. Ornek uzay {(1,1), (1,2), ..., (5,5)} olarak yazilir. Olasilik dagilim1 diizgiin olarak kabul edilebilir.
Toplamin tek say1 olmast igin Asya ya da Bagak’tan biri tek, digeri cift say1 se¢melidir.

{am, 1,2), .., (55)} (1,m, (1,2), 2,0), (1,4), (4.0), (3,2), (2,3), (3,4), (4,3), (52), (2,5)

Ornek uzayda yer alan 25 sayi ¢iftinden 11 tanesinin toplami asaldur. Istenilen olasilik % olarak

hesaplanir.

o Ao
18

18
36

12
36

b

C.

14

*27
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Etkinlik Formu

1. Olasilik konusu ile ilgili 6rnek uzay, deney ve olay kavramlar: ile ilgili tabloda verilen agiklamalar

ile verilen 6rnek lizerinden bos birakilan kisimlari tamamlayiniz. Son iki satirda belirleyeceginiz bir

deneye gore doldurunuz. Bu tablodan ulastiginiz ¢ikarimlari belirtiniz.

Deney: Belirli kosullar altinda tekrarla-  Ornek uzay: Bir deney sonucunda olasi  Olay: Ornek uzayin her bir alt kimesi
nabilen ve her tekrarda farkli sonugla-  ciktilarin ya da gérintslerin butonun-
nabilen islem den olusan kime

Bir paranin atilmasi yazi (Y) veya tura (T) gelebilir.

Bir gruptaki bireylerin cinsiyetlerini
konu edilen deney

Bir agac turunun dayanikliiginin élcul-
dugu deneyde 25 tohum dikiliyor ve
kac tanesinin filizlenip filizZlenmeyecegi
gozlemleniyor.

Bir zarin atilmasi

ilk defa yazi gelene kadar bir paranin
atilmasi

Agirliklarin 500 kilogramdan az ola-
cagi kabul edilerek Antalya'ya gelen
turistlerin kilolarini gozlemleyen bir
deney

Sira sizde ...

Cikarimlariniz...

Paranin yazi gelmesi.

2. Asagida tabloda belirtilen deneyleri inceleyiniz. Verilen 6rnekler {izerinden es olasi olan ve olma-

yan olaylar1 (dagilim fonksiyonu olarak diizgiin dagilim fonksiyonu kullanilip kullanilmayacagini)

belirleyiniz. Gerekgesini tartisarak yaziniz. Bu deneylerden yola ¢ikarak her iki durum i¢in deney

ornekleri veriniz. Elde ettiginiz ¢ikarimlar1 yaziniz.

Deney

Bir zarin atilmasi deneyi

En genis alana sahip karsilikli iki yGzine 1, en
kuguk alana sahip karsilikli iki yozine 2 ve di-
ger yuzlerine 3 yazili olan bir kibrit kutusunun
atilmasi.

iki farkll madeni para ayni anda atilip
gorunen yuzlerin 6nce buyuk daha sonra
kuguk olan madeni para icin yazilmasi deneyi
Ozdes iki madeni para ayni anda atilip
gorunen yuzlerin yazilmasi deneyi

Sira sizde ...

Es olasi olay (dizgin dagilim
fonksiyonu kullanma) ve
gerekcesi
Deney sonucunun 1 veya 2 olma-
sini ummak arasinda fark yoktur.
Ornek uzayda yer alan her {1, 2, 3,
4,5, 6} sayinin deney ciktisi olarak

gozlenmesini beklemek aynidir.
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Es olasi olmayan olay (diizgiin
dagilim fonksiyonu kullanmama) ve
gerekcesi

1 gelmesi konusunda beklenti 2 ya
da 3 gelmesine gore daha kuvvetli-
dir. Ornek uzayda yer alan her sayi-
nin deney ciktisi olarak gézlenmesini
beklemek ayni degildir.




SONLU MATEMATIK

. Asyaile Bagak I'den 5% kadar tam sayilar arasindan rastgele birer tam say1 segerler. Segtikleri sayila-
rin toplaminin bir asal say1 olma olasiligini hesaplayiniz.

. Asya ile Basak bir ift zar1 atarak iist yiize gelen sayilarin toplami kadar ham- a
le yapmaya dayal1 bir oyun oynamaktadir. Son hamleyi yapacak olan Asya

zarlar1 attiginda goriinen yiizlerinin toplaminin g
a. Asal ve tek say1 gelmesini istiyorsa olasiligini hesaplayiniz.
b. Cift say1 gelmesini istiyorsa olasiligini hesaplayiniz.
c. 3 ile tam boéliinen bir say1 gelmesini istiyorsa olasiligini hesaplayiniz.
. Sadece x, y ve z harfleri kullanilarak olusturulan;
a. 3 terimli
b. 10 terimli
c. n terimli

bir dizide ¢ift sayida x bulunmasi olasiligini hesaplayiniz.

. 4 tane 6zdes glimiis pul ve 8 tane 6zdes bronz pul rastgele halka seklinde dizilerek duvar siislemesi
yapilacaksa 2 tane giimiis pulun yan yana gelme olasiligini hesaplayiniz.

1,2, 3,4, 5, 6 rakamlarinin yazili oldugu oyun kartlar: rastgele dizilerek alt: basamakli bir say1 olus-
turuluyor. Olusturulan sayilarin 6 ile tam bélinme olasilig: nedir?

. Rastgele segilen ii¢ basamakli bir sayinin rakamlarinin farkli olmasi olasilig1 nedir?
. 5 evli ¢ift arasindan rastgele segilen 4 kisi arasinda en az bir evli ift olmasi olasilig1 nedir?

. Bir torbada 1'den 10%a kadar numaralanmis 20 top vardir. Cekilen toplar yerine konmamak sartiyla
sirayla 4 top ¢ekiliyor. Toplarin kiigiikten biiytige dogru sirali gelme olasiligini hesaplayiniz.

. Ayni hafta i¢inde dogduklari bilinen 3 kisiden
a. Hepsinin farkl giin dogmus olma olasilig1 kagtir?

b. 2’sinin dogum giinlerinin ayni olma olasilig1 kagtir?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI
MODUL/KONU
KAZANIMLAR

SURE

KULLANILACAK
MATERYALLER

Etkinligin Amaci

: KOSULLU OLASILIK

: Sonlu Matematik/Olasilik

: 1. Bilesik olayi aciklayarak gerceklesme olasiligini hesaplar.
2. Kosullu olasiliklari hesaplar.

: 4 ders saati

zarlar, pullar.

: Etkinlik Formu, galton kutusu, madeni paralar, cokyuzlu

Bilesik olayin gerceklesme olasiliginin hesaplanmasi ve aciklanmasi yapilirken
agac¢ semasindan yararlanilmasi, eszamanli deneyler yapildiginda cizilebilecek
agac semalarinin tartisilmasi, bilesik olay ile ilgili gercek yasam problemlerine yer
verilmesi saglanir. Kosullu olasiligin genel durumu olarak Bayes teoreminin in-
celenmesi ve kosullu olasilik ile ilgili gercek yasam problemlerine yer verilmesi

hedeflenmektedir.

Baslarken...

Galton kutusu diizenegi; toplar, toplarin asagi inebilecegi genislikte
yollar ve toplarin biriktigi hazneden olugmaktadir. Bu diizenekte toplar
list taraftan birakilir ve diistiikleri hazneler gozlenir. Ust taraftaki huni-
den dokiilen toplar asag1 dogru diisiisleri sirasinda givilere carparak saga
ya da sola dagilirlar. Olasilik prensibine gore toplarin dagilimi gozlenir.
Diizenek arka arkaya yapilan deneylerde yaklagik ayni olasiliklar: sergiler.
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Tabloda verilen deneylerin olasiliklarini hesaplamak icin ikinci satirda verilen 6rnegi inceleyiniz ve
diger satirlarda bog birakilan yerleri bu érnege gore tamamlayiniz. Agag semasi olugturmadan bu
olasiliklarin nasil hesaplanabilecegini tartiginiz.

Deney Agag Semasi Aclklama Olasilik Hesaplama

Bir madeni paranin 2 1.Aus 2.Aus Gkt Enaz birinin yazi
kez atilmasi 3

Y Yy gelmesi olasilig y

Bir madeni paranin 3 En az ikisinin yaz
kez atilmasi gelmesi olasilig

Bir zarin Ust Uste 2
kez atilmasi

Sira sizde...

Bilesik olaylarin gerceklesme olasiliginin hesaplanmasinda aga¢ semasindan yararlanilir. Eszamanli de-
neyler yapildiginda gizilebilecek aga¢ semalari istenilen olasiliklarin hesaplanmasinda kolaylik saglar.
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Zar Temelli Oyunlarda Kazanma Olasihgi

Asya ve Bagak sirayla zar atarlar. {lk 6 atan oyunu kazanr. {lk zari Asya atarsa Bagak'in kazanma

olasihgi nedir?

flk iki Atig Sonucunda Olasi Tiim Giktilar Olasilik Degeri
Asya'nin birinci atista kazanma olasiligi i
Basak'in birinci atista kazanma olasilig % (Once Asya atamayacak sonra Bagak atacak.).

Asya'nin ikinci atista kazanma olasiligi

Basak'in ikinci atista kazanma olasiligi

Bu sekilde devam edildiginde Asya’nin oyunu kazanma olasiligi p ise Bagak'in kazanma olasilig %p

olur. Kazanma olasiliklari toplami 1 olacagindan p + %p =1=p= % = %p = ?—1 olur.

Ek Etkinlik ve Arastirma Sorularina Yonlendirme

Geometrik seri toplamini kullanarak olasilik degerinin nasil hesaplanabilecegini aragtiriniz.

+r+r2+ . +rmMl="—-
1+r+ri+..+r 1-r

S=1+r+r>+ ...+

i .G = 2 n-1 =
Ispat:S=1+r+r2+ .. +r ahrsak{ A =2S-r-S5=1-r"=

— n — 1 = rn
S-(1-r)=1-rm=>S= T
[r| < 1 ise n sayma sayisi arttikga r" sayisi 0'a yakinsar. Dolayisiyla 1 +r +r2 + ....... =ﬁ
dir.
Basak ya birinci, ya ikinci, ya G¢lncd, ya n. atista kazanir. Dolayisiyla Basak'in kazanma
olasilig
51 55 5 1 5 5 5 5 5 1 _5 .25 25,
66666666666 6 36 (135" (36) "
=2 .1 _>5
36 25711
36 .

Farkli sayida yiize sahip zarlarin kullanilmasi durumlarini distinerek yeni (
oyun sorulan Uretiniz ve Urettiginiz bu sorularin olasilik degerlerini he- &®
saplayiniz.
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Sekilde gosterildigi gibi dizili bir sira tagin en baginda bulunan kurbaga elindeki madeni parayi
attiginda yazi gelirse bir onundeki, tura gelirse iki 6nindeki taga ziplar. Bagladigi tagtan sonra 5.
siradaki taga ziplama olasiigini hesaplayiniz.

7, -t / A&
/ , 1\)‘\'4

:j = 070 0y0 070

v
— W _

Cozum:

Kurbaganin n. sirada bulunan bir taga ziplama olasiigi P ise n+T'inci taga basmamas tek gekilde
gergeklesir (Kurbaga n numaral taga ziplar ve bu tasin tzerinde iken attigi para tura gelir.) ve bu
olasilik '; oldugundanP_ =1- % olur. Kurbaganin bulundugu taga sifirinci tag dersek P =1 olur.

Sirasiyla diger taglarin olasiliklari

1
P, = 2 olarak hesaplanir.

fkinci ¢6ziim yolu olarak YYYYY, YYYT, YTT durumlarinin olasiliklari toplamini siralamalari da
dikkate alarak inceleyiniz.
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Ek Etkinlik ve Arastirma Sorularina Yonlendirme

indirgemeli diziler kullamlarak P_olasiigi genel bir ifade olarak yazilabilir. n - o0 igin P_ - %
oldugunu gosteriniz.

Asya pul hamlelerine dayanan bir oyun oynamaktadir. Oyunun baglangicinda aldigi iki adet pul
kutusunu cebine atar. fhtiyaci oldukga elini cebine atar ve iki kutunun birinden rastgele pul alir (esit
olasilikla). Sonuncuyu aldiktan sonra kutulardan birini ¢épe atmak yerine tekrar cebine koymus olmali
ki eline aldigi kutunun bog oldugunu fark eder. Eger her iki kutuda da baglangigta n adet pul varsa,
son durumda diger kutuda k tane pul olma olasiligini hesaplayiniz. (0 <k <n)

Son durumda diger kutuda k tane pul varsa daha once n-k pul alinmistir. Asya (n+1). pulu sol
cebinden almak istemig olursa o zamana kadar 2n - k + 1 adet segim yapar. 22"*! farkl sekilde

segmis olur. Bunlarin <2nk_ k) tanesi ise (n+1). Segimini sol cebinden yapmis olmasidir. Asya’nin sol

=

22n—k+]

cebinden bosg bir kutu ¢ikarma olasilig

=

22n—k

Oyun temelli olasilik sorularina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-4) I

— AN

Bernoulli Deneyi ve Binom Dagilimi: Ornek uzay: S olan bir deney gerceklestirildiginde olasilig p

olur. Sag cebinden bog kutu gikarma olasiligi da ayni

oldugundan istenilen olasilik olarak hesaplanir.

olan bir A olayinin gézlenmesine Bernoulli deneyi ad1 verilir. Bir Bernoulli olay1 n kez tekrarlandiginda A
olayinin gozlenme sayisi olarak tanimlanan olayin 6rnek uzayi {0, 1, 2, 3, ..., n} olur. Bu 6rnek uzay: iize-

rinde P(x = k) = < Z) P* (1 - p)"* (A olayinin gozlenme sayisi x ve k € {0, 1, ..., n}) seklinde tanimli olasilik

dagilim fonksiyonuna binom dagilim fonksiyonu denir.
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Ornek:

Bir zar 5 kez atildiginda tam 3 kere 4 gelmesi olasiligin1 hesaplayiniz.

cozum:

Zar bir kere atildiginda 4 gelme olasilig1 % olup deney sayis1 5 ve k = 3 tiir.

Ornek:

Bir oyuncu her atiginda % olasilikla hedefe isabet etmektedir. 10 atis yapildiginda bu atiglardan yarisindan
fazlasinda isabetli atis olma olasiligin1 hesaplayiniz.

Ccozum:
[sabet sayisini x ile ifade edersek istenilen olasilik P(x > 5) olur.

P(x>5)=P(x=6)+P(x=7)+P(x=8)+P(x=9) + P(x=10)

P(x=6) = (16‘)) (%)6%>4= 210 32—160

[stenilen sonug¢ P(x > 5) = 0,787 ... olarak hesaplanir.

Ornek:

Asya, Bagak ve Cihan, 5 kitab1 paylagsmak i¢in kura ¢ekmeye karar verirler. Bir torbaya isimlerinin yazili
oldugu ii¢ kagit atilir ve torbadan rastgele bir ¢ekimle ilk kitabin sahibi belirlenir. {lk cekimdeki kagit torbaya
tekrar koyularak islem ikinci ve sonraki tiim kitaplar i¢in ayni sekilde tekrarlanir. Téim kitaplarin sadece bir

kisiye gitmesi olasiligini hesaplayiniz.

Coézum:
Herhangi bir kitabin Cihana gitmesi olasilig % oldugundan, tiim kitaplarin Cahit'te toplanmis olmasi
5
olasilig (%) olur. Asya ve Basak icin de ayni olasilik degeri gecerli oldugundan, tiim kitaplarin ortaklardan

4
birisinde toplanma olasilig1 %) = Ll ~ 0,012 olur.
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5

_ 3
=543 olur.

Herhangi bir kitabin Cihana gitmeme olasilig % ve tamaminin ona gitmeme olasilig1 (%
Digerleri i¢in de ayn1 durum gegerlidir. O hélde % ~ 0,395 olasilik degeri ile ortaklardan en az birisi kitap

alamamus olur.
Tum kitaplarin tek ortaga gitme olasilig1 %

Tiim kitaplarin, ikisi de en az birer kitap almak iizere iki ortaga gitme olasilig1 %

32 _49
81 81

Bernoulli deneyi ile ilgili benzer sorularina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 5) I

Kosullu Olasilik, Bayes Teoremi

Her ortaga en az bir kitap gitme olasilig1 1 - olarak hesaplanir.

a. Bir cift zar atildiginda toplamlarinin 6 geldigi biliniyorsa zarlardan bir tanesinin 5 gelmesi olasiligini
hesaplayiniz. Ulagtiginiz olasilik degerini matematiksel olarak ifade ediniz.

Aciklama

Bir ¢ift zarin atimasi deneyinin érnek uzayinda
olasi durum sayisi 36dir. Fakat toplamlarinin
6 geldigi biliniyorsa’ ifadesi olduguna gére

artik olasi durum sayisi 36 olmaz. Bir cift zar
atildiginda toplamlarinin 6 gelmesini saglayan
olasi durum sayisi 5'tir. Zarlardan birinin 5
gelmesini saglayan olasi durum sayisi ise 2'dir.

istenilen cevap % olarak hesaplanir.

Matematiksel ifadesi
A: zarlardan birinin 5 olmasi
B: Zarlarin toplaminin 6 olmasi

istenilen cevap B olayinin olmasi durumunda A
olayinin olasiigidir. Bir bagka ifade ile A olayinin
B kogullu olasiligi sorulmaktadir. istenilen olasilik
degerini AN B'nin eleman sayisi ve B’nin eleman
P(A N B)

sayisini kullanarak P(B)

olarak hesaplanir.

b. Bir zar atildiginda A olayi Uste gelen yiizin 4 olmasi, B olayi da gift sayi olmasi olsun. A olayinin
gerceklestigi biliniyorsa, B olayinin olma olasiligini hesaplayiniz? B olayinin gerceklestigi biliniyorsa

A olayinin olma olasiigini hesaplayiniz?

1 1
P(A) = 5 Ve P(B) = > olarak hesaplanir.

B olayinin gergeklestigi biliniyorsa, A olayinin olma olasihig

PIANB) _ 1 slarak hesapl
P(B) = 3 olarak nesaplanir.

A olayinin gercgeklestigi biliniyorsa zaten B olayi da gergeklesmis olacagindan kesin olaydir.
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Ornek uzay1 S olan bir deneyde, B olayinin gerceklestigi biliniyorsa A olayinin sahip oldugu olasilik degeri
P(A | B) ile gosterilir ve kosullu olasilik degeri denir. Yukaridaki etkinlik-b i¢in P(A | B) = % ve P(B | A)=1
olur. Kosullu olasilik degeri asagidaki esitligi saglar:

P(A N B)

P(A|B) = )

Ornek:

Ug 6zdes kutudan birinde 2 sar1, birinde 2 yesil ve digerinde de bir sar1 bir yesil top vardir. Kutulardan biri
rastgele secilip icerisine bakmadan toplardan birisi gekiliyor. Cekilen top sar1 ise, kutudaki diger topun da sar1

olma olasiligini hesaplayiniz.

Coézum:

Olaylar agagida tabloda verildigi gibi ifade edilirse istenilen olasilik P(A\S) olur.

Olay Gosterim
iki sari top iceren kutunun secilmesi olayi A
iki yesil top iceren kutunun secilmesi olay! B
Diger kutunun secilmesi olayi C
Alinan topun sari olmasi olayi S
Alinan topun yesil olmasi olayi Y

A olay1 gergeklestiginde ¢ekilen topun sar1 olmasi kaginilmaz oldugundan P(S\A) = 1 olur. P(A) = % olur.

P(S | A) = _PAnS) esitliginden P(A N §) = L bulunur. P(S)= 1 oldugundan
P(A) 3 2
1
P(A | S) = % = % = % sonucuna ulagilir.
2
Ornek:

Torbadan Toplarin Cekilmesi:
iki torbadan birincisinde 5 mavi, 4 kirmizi, digerinde 3 mavi, 6 kirmizi bilye vardir.

a. Rastgele bir torba ve bu torba icinden rastgele bir bilye seciliyor. Bu bilye kirmizi ise segilen torbanin
birinci torba olmasi olasilig1 nedir?

B: Torbadan kirmizi bilye ¢ikmasi

A: Segilen torbanin birinci olmasi

[stenilen cevap P(A/B) = PANS) _

1
2 2
P(B) 1 4. = = olarak hesaplanur.
2 9
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b. Birinci torbadan rastgele bir bilye alinip ikinci torbaya konuyor. Sonra ikinci torbadan rastgele bir bilye
gekiliyor. Bu bilye mavi ise birinci torbadan segilen bilyenin kirmizi olmasi olasilig1 nedir?

B: Ikinci torbadan ¢ekilen bilyenin mavi olmast

A: Birinci torbadan gekilen bilyenin kirmizi olmas:

3

10 =3
5 48 olarak hesaplanir.
9

10

P(ANB) _

Istenilen cevap P(A/B) = P(B) =7 .
9

TA000

Kosullu olasiligin genel durumu olarak Bayes teoremi olasilik kurami igerisinde incelenen énemli ko-

nulardan biridir. Bir olaya kosullu diger olayin olasilik degerinin hesaplanmasi ile ilgili olan bu teorem
istatistik¢i Thomas Bayes'in ad1 ile ifade edilmektedir.

+

Slw o

Bayes Teoremi: Bir deneyin 6rnek uzayy, ikiser ikiser ayrik B, B, ..., B, olaylarinin birlesimi ise, her-
hangi A olayinin olasilig1

P(A) = P(%)P (B)+P <B%> P(B) + - + P(%)P(Bn)

olarak hesaplanir. Bayes teoremi kosullu olasiligin genel durumu olarak ifade edilebilir.

Viristen kaynakli bir hastaligin toplumda goérilme olasiigi 0,001dir. Geligtirilen test hasta bireylere
uygulandigi zaman 0,98 olasilik degeri ile pozitif sonug verirken hasta olmayan bireylere uygulandigi
zaman 0,04 olasilik degeri ile pozitif sonug vermektedir. Gelistirilen testin uygulandigi bir bireyin
sonucu pozitif ¢iktigina gore gercekten hasta olma olasiigini hesaplayiniz.

Virtsu kaparak hastaliga yakalanmig olma olayr V ve gelistirilen test sonucunun pozitif ¢lkmasi
olayi + ile ifade edilirse istenilen olasilik P (V | +) olur.

P(+nV
P(V) = 0,001 ve P (+ | V) = 0,98 degerleri P (+| V) = % ifadesinde yerine yazildiginda

9
P+nV)= 1 08-:’ olarak hesaplanir. Bayes teoremi kullanilarak

P(+) =P (+| V). P(V) + P(+| V) P(V) = (098) . (0,0001) + (0,04) . (0,999) = yazilr.

P(+nNnV) 98

P(V|+)= Py~ Goog ~ 0024 olur.
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s ANITM

Bagimsiz Olaylar: A olayinin olasiligi, B olayinin gergeklestigi bilindiginde degismiyorsa bu olaylara

bagimsiz olaylar denir. P(A) = P (A | B) ise A ve B olaylarinin bagimsiz olay oldugu anlamina gelir.
P(A|B).P(B) = P(A N B) oldugundan

P(A N B) = P(A) . P(B) saglanir. Bu ifade bagimsizligin simetrik bir iliski oldugunu ve P(A) = P (A | B)

olmasi durumunda P(B) = P (B | A) olacagini gosterir.

Bir zar ile madeni para ayni anda atildiginda paranin tura geldigi bilindigine gore zarin 5 gelme olasi-

11g1 bu duruma 6rnektir. Zarin 5 gelme olasilig1 paranin atilmasindan bagimsizdir.

Bir kutuda 30 basketbol ve 20 voleybol topu bulunmaktadir. Basketbol toplarinin 9 tanesi kirmizi,
10 tanesi turuncu ve 11 tanesi siyahtir. Voleybol toplarinin 6 tanesi kirmizi, 5 tanesi turuncu ve 9
tanesi siyahtir.

Kutudan rastgele ¢ekilen bir topun basketbol topu olmasi olayini B ve voleybol topu olmasi olayini
Vile ifade ediniz. Toplarin renkleri ile ilgili olaylari da K, T ve S ile ifade ediniz. Asagidaki tabloda bog
birakilan yerlere sayilari yaziniz ve istenilen olasiliklari hesaplayiniz. Bu hesaplamalariniz Gzerinden
hangi olaylarin bagimsiz olduklarini belirleyiniz.

15

15

20

50
Asagidaki olasilik degerleri tabloda yazili sayilar yardimi ile hesaplanabilir.

9
P(B NK)=——
( ) 50

10
PBNT)=——
( ) 50

PBNS)=——
( ) 50
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0 15
0 ' 50
0 15 _
0 " 50
30 20
P(B).P(S) = >
(B).P(S) 50 * 50

Bu ifadelerden ¢ikan sonuglar

P(B) . P(K) = 2

_3
P(B).P(T) = 5

P(B NK) =P(B) . P(K) = % B ve K olaylari bagimsizdir.

P(B N T) = P(B) . P(T) B ve T olaylari bagimsiz degildir.
P(B Nn'S) = P(B) . P(S) B ve S olaylari bagimsiz degildir.

Kutudan alinan bir topun basketbol topu olma olasiligi % dir. Alinan topun kirmizi oldugu bilindiginde,

basketbol topu olmasi olasiligi yine % = % olur.

Topun turuncu oldugu bilinirse basketbol topu olma olasiligi % = % olur. Rastgele secilen bir

topun basketbol topu olma olasilig, topun rengi kirmizi oldugunda ayni kalmakta fakat turuncu
oldugunda degismektedir.

Antalya Altin Portakal Film Festivali gisesinde
bilet alan izleyicilerin dogum ginleri hediye bilet
sahibini belirlemek icin kayit altina alinmaktadr.
Daha once bilet almig herhangi bir izleyici ile ayni
gunde dogmusg olan siradaki ilk izleyiciye festival
filmi bileti hediye edilmektedir. Asya, kaginci
sirada bilet kuyruguna girerse (istedigi sirada
kuyruga girebilmektedir.) hediye bileti alma
sansi en fazla olur? (Bir yili 365 gin ve dogum
gunlerinin gelme olasiliklarini eg olasi aliniz.)

Asya n. sirada kuyruga girerse hediye bilet kazanabilmesi igin éniindeki herkesin farkl giinde
dogmug olmasi gerekir. Asya'nin hediye bileti alma olasiligi, oniindeki herkesin farkl giinde dogmug
olmasi olasiligi ile Asya’nin 6niindeki izleyicilerden biri ile ayni giinde dogmus olma olasiiginin carpimina
esittir. istenilen olasilik
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365 .364..(365-(n-2)) n-1
365! 365

P(n) = olarak hesaplanr.
P(n)

Soruda istenil icin P(n) > P(n + 1) olma d [
oruda istenilen cevap igin P(n) > P(n + 1) olma durumu yani P(n+1)

kuguk n tam say1 degeri hesaplanmalidir.

> 1 esitsizligini saglayan en

P(n) __365 n-1 ve P(n)
Pln+1) 366-n n Pn+1)

> 1 oldugu igin 365n - 365 > 366n - n? elde edilir.

n% - n - 365 > O ikinci dereceden polinom kokleri yaklagik -18 . 6 ve 19 . 6 olarak hesaplanir. n > O
oldugu igin n = 20 olur. Asya 20. sirada bilet kuyruguna girerse hediye bileti alma sansi en fazla olur.

Kosullu olasilik, Bayes teoremi, bagimsiz olaylarin olasiliklar ile ilgili sorulara yer verilir. (Et-
kinlik Formu Soru 5-10)

EK ETKINLiK ONERISi

Aragtirma Sorulari

o Etkinlikte yer alan zar sorularindan, farkli sayida yiize sahip zarlarin kullanilmasi durumlarin: diistine-
rek yeni sorular iiretiniz ve iirettiginiz bu sorularin olasilik degerlerini hesaplayiniz.

o Ornek uzayin sonsuz ¢oklukta elemandan olugmasi durumlari ile ilgili soru modellerini arastiriniz.

Asya ile Basak aym giinde matematik miizesine ziyarete gideceklerdir. Her ikisi de saat 13.00 ile 14.00
arasinda herhangi bir anda miizeye girip 10 dakika kalip ayrilacaklardir. Miizede karsilasma olasiliklarini
hesaplayiniz.

Uzunlugu 1 m olan ¢ubugun rastgele iki noktadan kesildiginde elde edilen ii¢ parcanin bir ii¢gen olustur-
ma olasiligini hesaplayiniz.

Uzunlugu 1 birim olan diizgiin bir ¢ubuk tizerindeki bir noktadan rastgele kirilip iki parcaya béliiniiyor.
Bu parcalarin her birinin uzunlugunun 3’ten kiiciik olmasi olasihigi nedir?

Makasla 1 metreden uzun olmayacak sekilde rastgele uzunlukta iki ip kesilir. Kesilen iplerin toplam uzun-
lugunun 150 cmden kisa olmamas: olasiligi nedir? Kenarlar1 5, 6 ve 7 olan bir tiggen icinde rastgele alinan
bir noktamin késelerden birine olan uzakhigimin 1den kiigiik olmasi olasiligr nedir?

o Farkli olasilik dagilimlarini arastiriniz, inceleyiniz ve karsilagtiriniz.

o Ellerinde rastgele dizilmis birer adet iskambil destesi bulunan Asya ve Basak isimli oyuncular her seferinde
destenin en istiindeki kart1 almaktadirlar. Oyuncular sirayla kendi destelerinden kart alip karsilagtirirlar.
Eger aldiklar: kart ayn1 olursa Basak kazanir, olmazsa kart agmaya devam ederler. Deste bitene kadar ag-
tiklar1 kartlar her seferinde farkli ¢ikarsa Asya oyunu kazanir. Asyanin kazanma olasiligini hesaplayiniz.

6 kisi restoran girisi paltolarini vestiyere verirler. Cikista vestiyer paltolar: rastgele dagitilir. Hi¢ kimse-
nin kendine ait paltoyu almamis olmasi olasiligini hesaplayiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

Zarlarin toplam 6 gelme olasilig1 % ve toplam 7 gelme olasilig % oldugundan oyunu Asyanin ka-
zanma olasilig

N > 31,5 31
36736 6 3636 6 36 6 36

. Olay1 A takimina gore diistinelim.
1. Durum: Ceyrek finalde B ile eslesme olasilig1

2. Durum: Yari finalde eslesme olasﬂlgl 6
atlamasi, Yari finalde eglesme)

3. Durum: Finalde eslesme olasilig 6

1 1 _ 7

1aT28=38 4 olarak hesaplanir.

Istenilen cevap %
. Dort pilin de saglam olma olasilig <:)L> (0,001)° (0,999)* = 0,996006
Tam bir tanesinin bozuk olma olasiligt ( ) (0,001)" (0,999)° = 0,000998

O halde en fazla birinin bozuk olma olasilig1 0,996994 olarak hesaplanir.

43
. P = i olarak hesaplanir.

Son durumda diger kutuda k tane pul varsa daha 6nce 8 pul alinmistir. Asya 21. pulu sol cebinden
almak istemis olursa o zamana kadar 29 adet se¢im yapar. 2%° farkli sekilde se¢mis olur. Bun-

larin (28> tanesi ise 21. se¢imini sol cebinden yapmis olmasidir. Asya’nin sol cebinden bos bir kutu

gikarma olasilig (1 2) olur. Sag cebinden bos kutu ¢ikarma olasilig1 da ayni oldugundan istenilen

) 2
olasilik \12/ olarak hesaplanir.
D28
_ 1
6
b) ’A: Paranin tura gelmesf’, ’B: zarin 2’den biiyiik gelmesi’ seklinde ifade edilir ve soruda P(A U B)

istenir. P (A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) = %%%:%

5.4 .4 . 5_5 5.4 4.
b. 5 5+t+9° 8=79 ¢9 9%
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Etkinlik Formu

Asya ve Basak sirayla iki zar atarlar. Asya toplam 6, Bagak toplam 7 atarsa oyunu kazanur. 11k zar
Asya atarsa kazanmasi olasiligini hesaplayiniz.

. Ave B takimlari futbol turnuvasinin son 8 takimi arasindadir. Bu takimlarin kura ile eslestirilme-
siyle oynanan 4 magta yenilen takimlar elenir. Kalan takimlar ise yeniden kura ile eslestirilerek tek
bir takim kalana kadar bu sekilde siirer. Her magta her takimin digerini yenme olasilig1 ayni ise, A
ve B takimlarinin kargilasma olasiligini hesaplayiniz.

. Sekilde gosterildigi gibi dizili bir sira ta-
sin en basinda bulunan kurbaga elindeki
madeni paray1 attiginda yazi gelirse bir
ontindeki, tura gelirse iki 6niindeki tasa
ziplar. Basladig tastan sonra 6. siradaki
tasa ziplama olasiligini hesaplayiniz.

. Asya pul hamlelerine dayanan bir oyun oynamaktadir. Oyunun baslangicinda aldig: iki adet pul
kutusunu kutusunu cebine atar. Thtiyaci oldukea elini cebine atar ve iki kutunun birinden rastgele
pul alir (esit olasilikla). Sonuncuyu aldiktan sonra kutulardan birini ¢pe atmak yerine tekrar ce-
bine koymus olmali ki eline aldig1 kutunun bos oldugunu fark eder. Eger her iki kutuda da baslan-
gigta 20 adet pul varsa, son durumda diger kutuda 12 tane pul olma olasiligini hesaplayiniz.

. Bir fabrikada iretilen pillerin bozuk olma olasilig1 0,001’dir. Dortlitk paketler hilinde piyasaya
stiriilen pillerin bir kutusunda en fazla bir tane bozuk pil bulunma olasiligin1 hesaplayiniz.

. Bir zar ve bir para atiliyor.
a. Paranin tura ve zarin 3’ten kii¢iik gelmesi

b. Paranin tura veya zarin 2’den biiyiik gelmesi olasilig1 nedir?

. Bir torbada 5 mavi 4 kirmizi bilye bulunuyor.
a. Iki bilye segiliyor .
b. Once bir bilye segiliyor, sonra bu bilye yerine konmadan digeri segiliyor.
c. Once bir bilye segiliyor, sonra bu bilye yerine konarak bir bilye daha segiliyor.

Segilen bilyelerden birinin mavi, digerinin kirmizi olmast olasilig1 nedir?

. Iki torbadan birincisinde 5 mavi, 3 kirmiz, digerinde 4 mavi, 6 kirmizi bilye vardir. Rastgele bir
torba ve bu torba iginden rastgele bir bilye segiliyor. Bu bilyenin kirmizi olmast olasilig1 nedir?

. Iki torbadan birincisinde 6 mavi, 3 kirmizi, digerinde 5 mavi, 3 kirmiz1 bilye vardir. Birinci torba-
dan rastgele bir bilye alinip ikinci torbaya konuyor. Sonra ikinci torbadan rastgele bir bilye ¢ekili-
yor. Bu bilyenin kirmizi olmasi olasilig1 nedir?

. Iki torbadan birincisinde 6 mavi, 3 kirmiz, digerinde 3 kirmizi bilye vardir. Birinci torbadan rast-
gele bir bilye alinip ikinci torbaya konuyor. Sonra ikinci torbadan rastgele bir bilye ¢ekiliyor. Bu
bilye mavi ise birinci torbadan segilen bilyenin kirmizi olmas olasilig1 nedir?
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : UCGENDE ACILAR

MODUL/KONU : Geometri/Ucgende Acilar

KAZANIMLAR : Bir U¢cgenin agilari ve kenarlari arasindaki iliskileri ispat
eder.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, Ucgenler ve Ucgende acl uygulamalari ile verilen bagintilarin ispat-
larinin yapilmasi hedeflenmektedir. Ucgende orta taban, dik Ucgenlerin kenar ba-
gintilar, ikizkenar u¢genin aci ve kenar ézellikleri ilgili calismalara yer verilecektir.
Dinamik matematik programi yardimiyla dégrencilerin érnek durumlari teknoloji
yardimiyla ¢cézmeleri amaclanmistir.

Baslarken...

Pusula, tizerinde kuzey-giiney hat-
tin1 gosteren miknatistan bir ibresi(ig-
nesi) olan yon belirlemede kullanilan
kadrani olan bir alettir. Pusulanin ku-
zey-gliney cizgileri ile pusula ignesi-
nin kuzey-giiney ignesi ¢akisincaya
kadar kendi etrafinizda donersek pu-

suluda yonleri belirlemis oluruz.

Bozok ile Karahan oryantiring ya-
rismasinda hedeflerine dogru gider-
ken baslangic noktasindan itibaren

30°lik bir a¢1 hatas1 yapmis ve gidecek-

leri noktayla ayni hizada bir noktaya
100 metre hareket ederek varmislardir. Acaba dogru noktaya ulasmak icin ka¢ metre daha yiiriimeleri gerekir?
Soruyu geometrik olarak ifade edebilir misiniz?
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s ANITM

A, B, C noktalar bir diizlemde ayn1 dogru tizerinde degil (dogrusal olmayan) ise [BC], [CA], [AB]
dogru pargalarinin birlesimine bir iiggen, A,B,C noktalarina iiggenin koseleri, bu dogru pargalarina ti¢ge-
nin kenarlar1 ve olusan BAC, CBA, ACB agilarina da ti¢genin agilar1 denir.

A

Kenar

Elimizdeki kagittan herhangi bir ticgen olusturalim. Acilari farkli renklere boyayip sekildeki gibi
katlayalim. Agilarin toplaminin bir dogru agi olugturdugunu fark ettiniz mi? Acaba bu durum hangi
geometrik bagintiyi agiklar?

Kural:

\

Bir tiggende i¢ agilarin 6l¢iileri toplami 180° dir.

ispat:

Herhangi bir késeden gecen ve bu késenin karsisindaki
kenara paralel olan bir dogru gizilirse ii¢ aginin bir dogru

a¢1 olugturdugu bulunur. A

Dolayisiylaa + b + ¢ = 180° olur.
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Yukardaki kurala gore 6grencilere “Bir tiggenin dis agilarinin élgiileri toplami kagtir?” sorusu yoneltilir ve
ispatlamalari istenir.

Kural:

Bir tiggende dis agilarin 6lgiileri toplami 360°dir.

ispat:
a+ b+ ¢ =180° oldugundan dis agilarin dlgiileri toplami
(180°-a) + (180°-b) + (180° - c) =540° - (a + b + ¢) = 540° - 180° = 360° bulunur.

“Bir dis aginin 6l¢tisiinii i¢ agilarla ifade edebilir misiniz?” sorusu 6grencilere yoneltilir ve dis agidan taba-
na paralel ¢izerek ¢6zliim aramalari istenir.

Kural:

Bir tiggende bir dis aginin dl¢iisii kendine komgsu olmayan iki
i¢ aginin olgiileri toplamidir.

ispat:

A noktasindan tabana paralel gizersek yondes ve i¢ ters agi-

lardan ispat tamamlanir.

Dinamik matematik yaziliminda Gggende bir aginin odlglisti degistikge, karsisindaki kenarin
uzunlugundaki degisimi inceleyelim.

Dosya Duzenle Gorinim Segenekler Araclar Pencere Yardim

& ALA DO AN

Cebir Penceresi o E » Grafik
a
b
c

=1 a=1
-1
=1 b=1

“Surgu” sekmesi segilerek ekranda bog bir .
noktaya tiklanir a, b, ¢ strguleri Min: O / Maks: &\ — . ..
20 / Artis: 1 olacak sekilde segilir. o T

Ad O
® Sayisal
O Ag |: Girdi Kutusu

O Tamsay [IRastgele

Aralik Siirgii Canlandirma

Min: [0 | maks: [20 | A [1
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“Verilen Uzunlukta Dogru Pargasi” sekmesi segilip ekranda bog bir yere tiklanip “Uzunluk” a stirgtisi
segilirse, [AB] dogru pargast a siirglisiine bagl olusur.

Dosya Dizenle Gorindm Secenekler Araclar Pencere Yardim

LA P ©

12

e

©

£,

WS

s A

Cebir Pence
a=6

Verilen Uzunlukta Doru Pargasi
Mokta sec, ardindan uzunluk gir

b=1

c=1
A=(0.02,272)

=6
L]

Uzunluk

B=(6.02,272)
f=6

0000000 ~

&7 Verilen Uzunlukta Dogru Parcas:

C=(1.58,5.74)

A

@

“Gember: Merkez & Yarigap”
sekmesi segilip A noktasina
tiklanip  “Yarigap” sekmesine
b yaziirsa A merkezli b yari-
caph cember olusur. Benzer
sekilde B merkezli ¢ yarigapli
gember olugturulur.

“Kesigtir” sekmesinde g¢em-
berler segilip kesisim nokta-
Ilar belirlenir. “Cokgen” sek-
mesiyle ABD uggeni Cebir
penceresinde kenar uzunluk-
lart m, n, k olacak gekilde olu-
sur.

Dosya Diizenle Gorlinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

NS

e

@H@@

Cebir Penceresi Cember: Merkez & Yangap

Merkez nokta secin, ardindan yancap girin |

]
|

b=5

c=4

(9] Cember: Merkez & Yangap

Yancap

—

~0.64F +(y + 016 =25
-6.64F +(y+ 0.6 =16
(3.65,7.73)

Dosya Dizenle Gorinim Secenekler Araclar Pencere Yardm

DNERNC

£

AN

» Cebir Penceresi ='| Cokgen

a=6

Bitin kigeleri ve sonra ilk kigeyi tekrar secin

b=5

c=4
A=(0.64, 0.16)

=5

&
c=4

B = (6.64, -0.16)
f=6

d: (X - 0.64F + (y + 016 =25
e: (X - 6.54) + (y + 0,167 =16
D =1(4.39,3.15)
C=(4.39,-347)
E={(4.39,3.15)

k=5

n==6

m=4

i1 =19.92

o0000OOOGOOOOOODS
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Dosya Diizenle Gorlindm Segenekler Araclar Pencere Yardim

DSEE 0 NED

» Cebi ) Grafik |

el
® a- a= { Ug nokta veya 2 dogru seciniz

b=5
.73, -3.26)

“Agl” sekmesiyle ticgenin kogeleri |8 o-i
segilerek o, (3, y agilari olugturulur.
ab,c surguleri degistirilerek ug-
genin ne zaman olusmadigi kenar
uzunluklari ve karsisindaki agilarin
iligkileri incelenir.

gmooe
[

= (10.48,0.05)
-4

Etkinlik: Cetvelile rastgele bir tiggen gizilir ve kdseler A, B, C olarak; kdselerin karsisindaki kenarlar
da sirasiyla a, b, c olarak isimlendirilir. Her kenar sirasiyla olguliir ve orta noktalari belirlenir. AB
kenarinin orta noktasi D, AC kenarinin orta noktasi E ve BC kenarinin orta noktasi F ile isimlendirilir.
Belirlenen orta noktalar birlestirilerek bir tcgen olugturulur. Olusturulan DEF (ggeninin kenar
uzunluklari ile ABC tiggeninin kenar uzunluklari not alinarak aralarindaki iligki incelenir. DEF uggeninin
kenarlari ile ABC uggeninin kenarlarinin paralel olup olmadiklari incelenir.

ABC li¢geni |AB|=.... IBC|=.... |AC|=....

DEF {iggeni |EF|=.... |DE|=.... |DF|=.....

AN 1M

Orta Taban: Bir tiggende iki kenarin orta noktalarini birlestiren
dogru pargasina bu iiggenin orta tabani denir. $ekilde [DE],[EF],[FD]
birer orta tabandir. Orta taban daima ticlincii kenara (tabana) paralel-
dir ve tabanin yaris1 uzunluktadir.

DEF iiggenine ABC {iggeninin orta(ortay) iiggeni denir.
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Ornek:
Etkinlik Formu Soru 1 )
ABC ve DEB birer tiggen. |AF| = |FB| ve 2|FE| = |BC| = 2

birim. m(ACB) = 66° olduguna gére m(EDB) = x kag derece-
dir?

Coézum: A

DE dogrusuna paralel bir BG dogru parg¢as gizilirse orta
tabandan dolay1 |BG| = 2 birim ve BGC ikizkenar ti¢gen olur.
Yondes agilardan m(EDB) = m(GBC) = x = 48° bulunur.

D B_ > C

Ornek:
A
Etkinlik Formu Soru 2 0
48°
ABC tggeninde |BE| = |EC|, m(BED) = 72°,

m(EDC) = 48°, |DC| = |BA| + |AD| olduguna gore X | 790 0
m(ABC) = x kag derecedir? B l E L C

Coézum:
|AB| =ave |AD| = b olsun.
BF// DE gizilirse DE orta taban olacagindan

|IDC| = |[FD| = a + b olur. Bu durumda |AF| = |AB| =a
ve m(FBA) = 48° bulunur.

Yondes agilardan 48° + x = 108° olur ve x = 60°

bulunur.

Bir tiggende, A kosesini kars1 kenarin ortasina birlestiren dogru parcasina [BC] kenarina ait kenarortay;
ayn1 koseden karsi kenara dik olacak sekilde ¢izilen dogru pargasina bu kenara ait yiikseklik; bir koseye ait
a1y iki es pargaya bolen dogrunun ii¢gen icinde kalan dogru parcasina bu koseye ait i¢ agiortay, denir. Bu
kavramlar tiggenin yardimci elemanlarini igeren konuda detayli olarak islenecektir.
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Yandaki dikdortgen sekildeki futbol sahasinin ¢apraz iki
kosesinin arasina gergin olacak sekilde kameranin ilerleyecegi
kablo ¢ekilmistir. Asya, saha kosesindeki agacin bulundugu yerden
kablonun tam orta noktasina yeniden kablo ¢ekmek istemektedir.
Sahanin kenarlar1 60 ve 80 metre olduguna gore Asya en az kag
metre tel almalidir?

Yukaridaki soruyla 6grencilerin dik {iggende hipoteniise ait ke-
narortay uzunlugu hakkinda ¢ikarimda bulunmalar saglanir.

AN 1M

Dik Ucgende Hipoteniise Ait Kena-
rortay Uzunlugu (Muhtesem Uglii): Bir
dik iggende hipoteniise ait kenarortayin

uzunlugu, hipoteniisiin uzunlugunun # #

yarisidir.

ispat:

D noktasindan BA dogrusuna paralel olan dogru, AC dogrusu-
nu K noktasinda kessin. [DK] orta taban oldugu i¢in K orta nokta-
dir. ADC tiggeninde [DK] hem yiikseklik hem kenarortay oldugun-
dan ADC ikizkenar ti¢gendir. |AD|=|DC|=|BD| oldugundan ispat
tamamlanir.

Ornek:

ABC dik tiggeninde BA L CA |BC| = 12 birim |AD| = 6 bi-
rim m(DBE) = 20° olduguna gore m(DAE) = x kag derecedir?

B
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cozum:

ABC dik tiggeninde [AF] kenarortay ¢izi-
lirse muhtesem t¢liidden |AF| = |BF| = |[FC| =6
birim olur. |AD| = |AF| oldugundan AFD ikiz-
kenar tiggen ve m(ADB) = 40° olur.

m(DAE) = x = 40°+ 20° = 60° bulunur.

Ornek:

Etkinlik Formu Soru 4

ABC iiggeninde BA 1 AC, |BC| = 4 birim, m(ABC) = 40°
ve m(ADB) = 80° olduguna gore |AD| = x kag birimdir?

Coézum:

[AE] kenarortayi cizilirse m(AED)=80° olacagindan AED
ikizkenar tiggen olur. |AD| = |AE| = |BE| = 2 birim bulunur.

Ornek: A

Etkinlik Formu Soru 6

ABC tiggeninde AC L BC, |AD| = |DB| = |BC| ve m(ABE) = 15° olduguna gore
m(DEA) = x ka¢ derecedir?

479




MATEMATIK

Coézum:

|AB| = 2|BC| oldugundan m(ABC) = 30° ve m(BAC) = 60°dir. BEC ikizkenar
dik tiggen |EC| = |BC| ve muhtegem tigliiden |DC| = |BC| ise DCE ikizkenar ti¢-
gen olur. m(CED) = 75° bulunur. m(DEA) = x = 105° olur.

QI

A
Agilar1 30° - 60° - 90° Olan Dik Uggen: 30° karsisindaki kenar 60°
a ise 60° karsisindaki kenar aV/3 ve hipoteniis 2a olur. 2a
a
Bir dik ti¢ggende bir dik kenar hipoteniisiin yaris1 ise bu kenari
goren ag1 30° olur. Bl 30°
av3

Ornek:

ABC dik tiggeninde AC L BC, |AD| = |BD| ve |DE| = |AC| oldu-
guna gore m(DEC) = x kag derecedir?

Coézum:

D noktasindan BC kenarina dikme indirilirse orta tabandan
dolay1 2|DH| = |AC| = 2k olur. Bu durumda DHE dik tiggeninde
hipoteniis dik kenarin iki kat1 oldugundan m(DEB) = 30° bulunur.

)2k

s 1ANIM

fkizkenar Uggen: Tki kenar1 es olan ya da iki agisi es olan iiggenlere ikizkenar
ticgen denir. Tkizkenar iggenlerde farkli uzunlukta olan kenara (a) taban, esit ke-
narlara (b) ikiz kenarlar, esit agilara o taban agilari, farkli agiya B tepe agisi denir.

(>

AV
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Ornek:

ABC ti¢geninde |BD| = [DC|, m(ABC) = 30°
ve m(ACB) = 15° olduguna gore m(DAC) =x B
kac derecedir?

Coézum:

BE 1 CE olacak sekilde EBC ti¢genini olustura-
lim. Muhtesem tigliiden |[ED| = |BD| = [DC]| olur.

DEC eskenar iiggen ve AED tepe agist 30° olan
ikizkenar tiggen olarak bulunur. m(CAE) = 45° ol-

dugundan 450,

M .':600 M 15°
m(DAC) = x = 75° - 45° = 30° olur. " D "

A
Kural:
Bir ikizkenar tiggende, tepe agisindan indirilen dikme hem kenarortay hem de agior-
tay olur.
o o
B H C

Dik, agiortay, kenarortay, ikizkenar (D-A-K-1) yani dort durumdan ikisinin bilinmesi digerlerinin olmasi

i¢in yeterlidir. Asagida siyah cizgiler verilmis olsun mavi ve kirmizi 6zellikler vardur.

A A A
o e’ o o é @ «
B H C B H C B H C
Agiortay ve ylikseklik ayni Kenarortay ve yiikseklik ayn1 Agiortay ve kenaortay ayni

Ornek:

Etkinlik Formu Soru 8 60°

ABC dikiiggeninde AB L BC, |BE| = 2 birim, m(ACB) = 20° ve
m(EAC) = 60° olduguna gore |AC| - |[EC| kag birimdir? m 20°
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Coézium:

[BE] dogru par¢asinin AB dogrusuna gore simetrisi alinir (oo
ve AFE ikizkenar tiggeni olusturulursa |FB| = |BE| = 2 birim
ve m(AFC) = m(FAC) = 80° olur. |[EC| = x birim olursa
|FC| = |AC| = x + 4 birim ve |AC| - |[EC| = x + 4 - x = 4 birim Coe
bulunur. F S B

D T I >
Ornek:
A
Etkinlik Formu Soru 9

ABC iicgeninde AD 1 BC, m(ABC) = 48°, |DC] = |AB| + [BD|

olduguna gore m(BCA) kag derecedir?
48° ]
B D C

Coézum:

BC kenar1 AB uzunlugu kadar uza-
tilir ve AEB iiggeni olusturulur. AEB
ikizkenar tiggen ve m(AEC) = 24° olur.
|[ED| = |DC| ve AD 1 EC oldugundan
AEC tiggeni de ikizkenar iiggendir.
m(AEC) = m(ACE) = 24° bulunur. E H B

24°

y D x+y

Ornek:

Etkinlik Formu Soru 10

ABC dik tiggeninde
m(BAD) = m(DAE) = m(EAC) = 18° ve
m(ACB) = 36° |[BD| = 1 birim ise |EC| kag birimdir?

cozum:

D noktasindan AE dogrusuna bir dikme indirelim
ve bu dikmenin AC dogrusunu kestigi nokta F olsun.
AD dogrusu m(BAE) agisinin aglortay: oldugundan
|DH| = 1 olur. ADF ikizkenar ti¢ggen olugundan DH
kenarortay olur ve |HF| = 1 bulunur. Bu durumda
DFE ti¢geni de ikizkenar olur. m(FDE) = m(FCD) = 36°
oldugundan BFC ikizkenar ve |[FC| = 2 birim olur.
m(CFE) = m(CEF) = 72° oldugundan FEC ikizkenar
ve |EC| = 2 birim bulunur.
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Ornek:

ABC ii¢geninde |BD| = |AC| ve 20 + 3a = 180°
olduguna gore a ve {3 arasindaki bagintiy1 bulalim.

Coézum:

|AD| = |AE| olacak sekilde BC kenarinda E
noktasi belirleyelim. 260 + 3a = 180° oldugundan
m(EAD) = a olur. ACB ikizkenar ii¢ggen bulunur.
|[ED| = x ve |BE| = y olsun. |AC| = x + y olur. ABE
ve ADC es tiggenler oldugundan § = a bulunur.

Dinamik matematik yaziliminda yukaridaki ornekte genel ozellikleri verilen tggenin agilarini
bulmaya yonelik uygulama yaptirilir.

Ornek:

ABC uggeninde 6 = 30° ve a = 40° olarak ve-
rilsin. Uggenin agl ve kenarlari yukaridaki ornekte
genel modeli verilen icgene uymaktadir.

[BDI = |AC| ve 26 + 3a = 180° oldugundan

B =a=40°olur.

Dosya Diizenle Gériinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

Dinamik programin “Ve-

rilen Olgiide Ag” 6zelligini (5] @:H NBE8

. » Cebir Penceresi ¥ Grafik ‘ Verilen Olgiide Agi
kullanarak 40°lik ABA’ acgIsl e a-(3s8,576) A | Avaknoktast, kige seginiz, ardindan buyakiagu giriniz
@ B=(-0.46,4.48) L]

0|u§turu|ur. @ A'=(375,3.39) €7 Verilen Olgude Agt
® a-40°

® C={1.18,54) B |A®

® D-{1.22,51) (oo a

(®) saatin tersi yaniinde

(O saatyoniinde
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Benzer sekilde “Verilen Ol-
gude Agl” ozelligini kullanarak
sirasiyla B ve A noktalari segi-
lip 30°lik saat yonunde segcilerek
BAB’ agisi olugturulur.

A, A", B ve B’ noktalarindan
gecen dogrular “Dogru” ozelligi
kullanilarak gizilir.

AB’ ve BA' noktalarinin ge-
gen dogrularin kesigimi “Kesig-
tir” 6zelligi C noktasi olarak be-
lirlenir.

“Pergel” 6zelligi ile sirasiyla A
ve B noktalari AB dogru pargasi
uzunlugunu tagimak igin segilir.

Dosya Dizenle Gorinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

1352 B2 S [ol (] = [NIE S

b Cebir Penceresi X | » erafik

® A=(3.68,5.76) -

® B-(046,448) €2 Verilen Olgade Ag
A =(3.75,3.39)

I {u" ) =

a
30

© saatin tersi yoninde

T2x+215y=2.37 @ saatyoninde
(221,3.9)
(067, 6.09)
1.06,5.7)

o

Dosya Dizenle Gérinim Secenekler Araclar

Y | [ B

P Cebir Pence| Dogru

B A=(-3.68,5 ki nokta veya konum seciniz
B = (-0.46, 4.48) |

N e 1 (B[O

> Ceb| Kesigtir

@® A=| Kesigimiveya art arda iki nesneyi seciniz

® B={.04544%] |

Dosya Dizenle Gorinim Secenekler Araglar Pencere Yardim

DSERSELENE0

X [ ] perger |
® A=(368,576) Yarigap igin iki nokia veya bir dogru pargasi ve sonrasinda merkez noklan segin |
: f

o000 00000S
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Beliren ¢cember merkezi C
olacak sekilde taginir ve gembe-
rin BC dogrusunu kestigi nokta
“Kesistir” ozelligi ile D noktasi
olarak belirlenir.

ABD uggeni
uzunlugu CD uzunluguna esit
olur. “Agl” ozelliginden sirasiyla
BDA segilirse m(BDA) =Y = 40°
olarak bulunmus olur.

gizilirse AB

EK ETKINLiK ONERISi

Arastirma Sorular1

GEOMETRI

Dosya Dizenle Goriinim Secgenekler Araclar Pencere Yardim

EUNEIRY

Cebir Penceresi

b Grafik

b
®
®
®
®
g
®
®
®
®
®
®
®
.

A=(-3.68,5.76)
B=(-0.46,4.48)
A'=(375,339)

z.7zx+2.15y 237
=(-2.21,3.9)
(x+2.21)’ ty-3.97=12.01

Dosya Duzenle Gorinom Secenekler Araclar Pencere Yardm

Gl

Ol4 =

Cebir Penceresi

» Grafik

»
® A=(3.68,576)
@ B=(-0.46,4.48)

A= (-3.75,3.39)
® a=40"

B ={-1.53, 3.04)
® p=30°
f:-1.09x + 3.20y = 15.24
0:1.28x + 3.22y = 13.84
h: 2.72x + 215y = 2.37
C=(-221,39)
c{x+221F + [y - 3.97 =12.01
E=(1.08, 4.89)
D={-5.5,2.81)
d=347
a=531
b=347
i11=5.91
i=237

v=40°

Us; nokta veya 2 dodru seciniz

o Geometri sorularinda sentetik ¢6ziim nedir?

« Langley (20° - 80° - 80°) Uggeni ve 6zelliklerini arastiriniz.

« Pompeiu Uggeni ve dzelliklerini arastiriniz.

«  Morley Ucgeni ve ozelliklerini aragtiriniz.

« (2019- TUBITAK Ortaokul Matematik Olimpiyati) Dar agili bir ABC ii¢geninde A dan [BC] kenarina
inen dikme ayag1 D noktasidir. [AB] kenarinin orta noktas: E olmak tizere, m(BAD) = 20° ve |AE| =

|CD| ise, m(BCE) kagtir?
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« (2019- TUBITAK Ortaokul Matematik Olimpiyat1) Bir ABC ii¢geninde |AB| = 11 ve |BC| = 17°dir.
[BC] kenari tizerinde bir D noktas1 [DC| = 3 olacak bigimde aliniyor. [AC] kenarinin orta noktas: E
olmak tizere, s(BDE) = 56° ise, s(ABC) kagtir?

« (2018- TUBITAK Ortaokul Matematik Olimpiyat:) m(BAC) = 140° ve m(ABC) = 30° olan bir ABC
tiggeninde, A noktasinin BC dogrusuna gore simetrigi D,B noktasinin AC dogrusuna gore simetrigi
ise E’dir. m(DEC) kagtir?

« ABC ikizkenar bir iiggen olmak iizere |AB| = |AC|'dir. Uggen igerisinde |AD| = |DB| olacak sekilde bir
D noktasi alintyor m(DAC) = 80° ve m(ADB) = 140° ise m(DCB)’yi bulunuz.

KAYNAKLAR

Sahin, M.(2013). Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik Geometri-1, Palme Yayinevi.
Kiipeli, S. (2010). 100 Yilin Olimpiyat Sorulariyla Geometri, Altin Nokta Yayinevi.
Large, T.& Rogers, K. (2015). Sekilli Matematik Sozligii, TUBITAK Yayinlar1.

TUBITAK (2018). Ortaokul Matematik Olimpiyati. https://www.tubitak.gov.tr/tr/olimpiyatlar/io-matema-
tik-olimpiyatlari/icerik-matematik

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegine etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.

Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinlik formundaki sorularin ¢6ziimleri etkinlik icerisinde verilmistir.
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Etkinlik Formu

1. ABC ve DEB birer tiggen. |AF| = |FB| ve 2|FE| = |BC| = 2 birim. m(ACB) = 66° olduguna gore
m(EDB) = x kac derecedir?

D

2. ABCiig¢geninde |BE| = |[EC|, m(BED) = 72°, m(EDC) = 48°, |DC| = |BA| + |AD| olduguna gére m(A-
BC) = x kag derecedir?
A

C

3. ABCdiktiggeninde BA 1 CA |BC| =12 birim |AD| = 6 birim m(DBE) = 20° olduguna gére m(DAE) = x
kag derecedir?

12 C D

4. ABC iiggeninde BA dik AC |BC| = 4 birim m(ABC) = 40° ve m(ADB) = 80° olduguna gére |AD|=xka¢
birimdir?

A
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5. ABC dik tiggeninde AC L BC, |AD| = |BD| ve |DE| = |AC| olduguna gére m(DEC) = x kag derece-
dir?

6. ABC iiggeninde AC..BC |AD| = |DB| = |BC| ve m(ABE)=15° olduguna gére m(DEA)=x kag derecedir?
A

[e

7. ABC iiggeninde [BD| = |[DC| . m(ABC) = 30° ve m(ACB) = 15° olduguna gére m(DAC) = x kag de-
recedir?

8. ABC dikii¢geninde AB L BC |BE| = 2 birim, m(ACB) = 20° ve m(EAC) = 60° olduguna gore |AC| -
|EC| kag birimdir?
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20°
E C

9. ABC iiggeninde AD 1L BC, m(ABC) =48, |DC| = |AB| + |BD| olduguna gére m(BCA) kag derece-
dir?
A

-
B D C

10. ABC dik tiggeninde m(BAD) = m(DAE) = m(EAC) = 18° ve m(ACB) = 36° |BD| = 1 birim ise |EC|
kag birimdir?

D E C

1. ABC tiggeninde |BD| = |AC| ve 26 + 3a = 180° olduguna gore a ve {3 arasindaki bagintiy: bulalim.
A
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : UCGENLERDE ESLIiK, BENZERLIK
MODUL/KONU : Geometri/Ucgenler
KAZANIMLAR : 1. iki Gcgenin es olmasinin asgari kosullarina karar verir.
2. Ucgende eslik teoremlerini ispatlar.
3. iki Ucgenin benzer olmasinin asgari kosullarina karar ve-
rir.
4, Ucgende benzerlik teoremlerini ispatlar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, pergel, cetvel

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, Ucgenlerde eslik ve benzerlik ile ilgili verilen bagintilarin ispatlari
ve uygulamalarinin yapilmasi hedeflenmektedir. Dinamik matematik programi
yardimiyla égrencilerin érnek durumlari teknoloji yardimiyla ¢cozmeleri amaclan-
mistir.

Baslarken...

Fransiz bilim insan1 Benoit Mandelbrot tara- v
findan gelistirilmis olan fraktal geometri, dogay1

daha iyi modellemek i¢in yeni bir geometri kav-

ram1 olarak olusturulmustur. Fraktal geometri
denilince ilk akla gelenlerden biri ise Polonyali A Andn
matematik¢i Waclaw Sierpinskinin adini tagryan

Sierpinski tiggenidir. Sierpinski tiggeni eskenar

ticgenin i¢inden kiigiik eskenar tiggenler ¢ikar-
tilarak elde edilmektedir. Fraktal kavraminda ilk
verilen geklin belli bir oranda kiiciiltiilmesi ile A

yeni bir sekil insa edilmesi esastir. Geometrinin,

dogal olaylarin matematiksel olarak modellen-

mesinde kullanilmasi, bu konuda yapilan ¢alis-

malar sonucunda artmaigtir. A{{}% A{E’i}}x &% é}:{a«, ,{{f{ {%}{},g 3

gbg,.'?
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Sizce yandaki iiggenlerin kenar uzunluklari, agilari ve alanlari hakkin-

da ne soylenebilir? Tartiginiz.

[
R e Yoa 2 7 *

-
N0 &8

Bir dinamik matematik yazilimi kullanarak ABC tiggeni gizip [BC] kenarina paralel ve diger kenarlari
kesen DE dogrusunu gizelim. Daha sonra dogrunun kenarlarda ayirdigi pargalarin uzunluklari ile ilgili
tabloyu dolduralim.

»

“Cokgen” olustur sekmesinden lig nokta ardigik segilerek ABC lggeni olusturulur. “Paralel Dogru’
komutu ile 6nce [BC] kenari sonra diger kenarlari kesen DE dogrusu olusturulur.

—— T T T YT T
» Cebir Penceresi Paralel Dogru

@® A-=(0.58,55) Nokta ve paralel dodruyu secin
® B=(-3.84,0.72)
® C=(5821.26)
® b=674

® a=968
[ ]
L ]
°
[ ]
L]

c=6.51
i1 =21.89

D, = (3.53,3.11)

f: 0.54x + 0.66y = 26.16
D=(-1.91,2.81)
E=(3.53,3.11)

“Uzunluk veya Uzaklik” komutundan [AD], [DB], [AE], [EC] uzunluklari bulunur.

Cebir Penceresi 5 | » Grafik

A=(0.42,5.52)
B=(-3.84,0.72) A

C=(5.82,1.26)

b=6.88

a=9.68

c=642 AE=387

»
[ ]
[ ]
[
[ ]
L ]
[
@ i1-2203 AD = 3.61
[
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
L]

D, = (3.46,3.12)

f: -0.54x + 9.66y = 28.28
D=(-1.98,2.82)
E=(3.46,3.12)
uzakhkDB =28
MetinDB = “DB = 2.8"
uzakhkAD = 3.61
MetinAD = “AD = 3.61"
uzakhKAE = 3.87
MetinAE = “AE = 3.87"
uzakhkEC = 3.01
MetinEC = “EC = 3.01"
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Girig sekmesinde

uzaklikAD/uzaklkDB ve uzaklkAE/uzaklkEC yazilarak AD/DB ve AE/EC oranlarinin Cebir
Penceresinde olugsmasi saglanir. A,B,C degisken noktalari fare ile siriklenerek olusan degerler
tabloya yazilir.

Bir U¢cgenin kenarlarindan herhangi birine paralel ve diger iki kenari kesen bir dogrunun,
bu kenarlarda ayirdigi dogru parcgalarinin uzunluklari ve tablodaki oranlar hakkinda ne
soyleyebilirsiniz? Tartisiniz.

Eslik-Benzerlik

Geometrik bir sekil diger bir geometrik seklin k kat biiytigti veya kiigiigii ise iki sekil birbirinin benzeridir,
denir. Geometrik bir seklin biiyiitegteki goriintiisiinti diisiiniirsek goriintiide olusan sekil orijinal seklin tim
elamanlarinin belli oranda biiyiitiilmiis halidir.

Sekildeki ABC iiggeni ve DEF iiggeni benzer ise ABC ~ DEF seklinde gosterilir. Burada tiggenler
adlandirilirken harflerin yeri 6nemlidir. Esit agilarin yazilimindaki sira korunmalidir.

|4B| ~ |BC]| ~ |4C| b_
e

Benzerlik orani k olmak tizere, ABC ~ DEF ise = =
|DE| |EF| |DF]|

=k yazilabilir.

a C
S>—=—=—
d f
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Eger benzerlik orani k=1 ise tiggenlere es sekiller denir. Bu durumda a=d, b=e ve c=f olur ki bu durumda
ABC = DEF yazilr.

Eslik-Benzerlik Ozellikleri

ABC ve DEF ii¢genleri i¢in agsagidaki kosullardan birinin saglanmas: durumunda iki tiggen benzerdir.

1. Agi-A¢1-Ag1 Ozelligi (AAA)

Iki tiggenin {i¢ agisinin da dlgiileri esitse bu tiggenler benzerdir. Iki iiggenin iki agisinin 6lgiileri esitse diger
acilarda esit olacagindan bu benzerlik A¢i-A¢1 (AA) benzerligi olarak da adlandirilir. Yani,

m(ABC) = m(DEF), m(BAC) = m(EDF),m(ACB) = m(DFE) ise ABC ~ DEF'dir.

2. Kenar-Kenar-Kenar Ozelligi (KKK)

Iki tiggenin tiim kenar uzunluklarinin birbirine orani esitse iigenler benzerdir. Yani,

1 156|_4 ne- pero

3. Kenar-Agi-Kenar Ozelligi (KAK)
Iki tiggende kargilikli iki uzunlugu orani ve bu kenarlarin arasindaki a1 6lgiileri esitse iicgenler benzerdir.

Yani,

48 _|B<|

= ve m(ABC)=m(DEF) ise ABC ~ DEF dir.
|DE| |EF|

Benzer tiggenlerde

o Benzer tiggenlerin ¢evreleri oranlari, gevrel gemberlerinin yaricaplari orany, i¢ teget gemberlerinin ya-

rigaplar1 orani benzerlik oranina esittir.
o Benzer iiggenlerin alanlarinin oranlar: benzerlik oraninin karesine esittir.

« Benzer ti¢genlerin orantili kenarlarina ait kenarortay oranlari ve yiikseklikleri oranlar ile esit agilarina

ait agiortaylari oranlar1 benzerlik oranina esittir.
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(3
61 Kin, .
w. \\!\""‘ s s “l’ /// *
S Sa o
=X

Aciblger ve Cetvel ile Uggende Kenar - Agi - Kenar

oW e

(KAK) Esligi Olusturma

Cetvel yardimiyla 5 cm uzunlugunda iki dogru pargasi gizelim.

Agiolger kullanarak B ve E noktalarindan 60°lik agi cizerek 8 cm uzunlugunda bir dogru pargasi
olugturalim.

o 1l 2 3] 4 5 |012345

[AC] ve [DF] dogru pargalarini gizerek ABC ve DEF Uggenin olugturalim. Cetvelle [AC] ve [DF]
olctilirse |AC| = IDF| = 7 cm olarak odlgulir.

ABC ve DEF tiggenleri eg Uggen olarak bulunur. Kargilikh iki kenar uzunlugu ve bu kenarlar arasinda
kalan acilari esit olan iki Uggen eg tiggenlerdir.

Ornek: A D

ABC eskenar tiggen AD//BC, |AD| = |EC| ve m(EBC)
gore m(ACD) kag derecedir?

20° olduguna

20°
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Coézium:
|ac|=|BC
teoreminden BCE = CAD olur. Bu durumda

,m(CAD) =m(BCE) = 60°ve |AD| = |EC| olduguna K-A-K eslik

m(ACD) = m(EBC) = 20° bulunur.

Acgidlcer ve Cetvel ile Uggende Kenar - Kenar -
Kenar (KAK) Benzerligi Olusturma

Cetvel yardmiyla 3 cm, 4 cm, 5 cm uzunlugunda ve 6 cm, 8 cm, 10 cm boylarinda iki grup tahta

gubuk keselim.

HH|HH|HH|HH T[T HH|HH|\H\|HH|
5 6

T[T HH|HH|
0 1 2| 3 4

0 1 2| 3

HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH HH|HH
01|2|3|4 01|2|3|4|5|6|7|8|

JLLLY LARRY AL EARRY ELRR ERLL ALY AR LA
ol

LY LLARY LRI L CARRY LA ARRY LR LR Y AR LR ARRYLLRE AL ARRTLLLA Y AR
| | 2| 3 4 5 6 7] 8 9 10|

iki grup gubuklardan iiggenler olugturalim ve olugan liggenlerin agilari dlgiildiigiinde ABC ve DEF
ucgenlerin agilarini esit oldugu gorulur. Bu durumda ABC ~ DEF bulunur.

lAB| _[BCI lACI |, 1

DE ~EF _oR K =2 o

gﬂ'\TlTH\]'H!I\\W'\;Hlm\F\H\\Fq\rglm\[ﬂ\é!’l’\\!’rl\\;lm\'ﬂg

LA LAY L e L Ly
OIIFFZTIWI:% [ﬂ4

Ornek:
ABC ti¢geninde verilenlere gore |[AD| - |AG| kag birimdir?
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Coézium:
. - 2
DBE ve GCF iiggenlerinin kenarlarinda 1

_3_4
6 8
orani oldugundan K-K-K benzerligi vardir. Bu durumda

m(ABC) = m(ACB) ve |AB| = |AC]| bulunur. |AD| - |AG| = 4

birim olur.

Ornek:
ABC ve CED ti¢genleri i¢in B, C ve D dogrusal noktalar m(CED) = m(ACB), |EC| = |AC|, |ED| = 9 cm,

|CD| =7 cm ve m(BAC) + m(ECB) = 180° olduguna gore |BD| kag cmdir?

E
A
9 cm
B D
C 7 cm

Coézum:
m (ACB) = a, M(BAC) =  (ACE) = 0 olsun. m(BAC) + m(ECB) = 180° yani a + B + 0 = 180° olduguna
gore m(ECD) = f olur. ACB = CED bulunur. Bu durumda |ED| = |BC| =9 cm olur ve |[BD| =9 + 7 = 16 cm

bulunur.
E
A a
ﬁ 9cm
a B
B C 7 cm D

Dinamik matematik programinda benzer tggenlerin benzerlik oranina gére kenar uzunluklarinin,

gevrelerinin ve alanlarinin degisimini inceleyelim.
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“Strgl” komutundan k strgusu Min: 1, Maks: 5, Artis: 1 olacak sekilde olugturulur.

DR E=)S s AN 25

» Cebir Penceresi [ | » Grafik Siirgii
® k=1 Yer secin

Sirgd
(® Sayisal

O Ag
O Tamsay ] Rastgele

|k

Aralik  Siirgii Canlandirma

Min: |1 | maks: 5 | ams: [1]

Tamam

“Cokgen” komutundan ABC lggeni olugturulur.

B K 29 =) 1= o] () PN 23

» Cebir Penceresi Gokgen

k=1 Bitiin kigeleri ve sonra ilk kigeyi tekrar secin
A=(0.86,4.74) T
B=(-3.02,0.38) (]
C=(3.58,0.34)
b=517
a==6.6
c=5284

i1 =1447

[T XTI XYY Y]

B

&

“Verilen Uzunlukta Dogru Pargasi” komutuyla dnce D noktasi ve gikan komut satirina “k AB”
yazilarak k strgisine bagl IDE| = k . |AB| olacak [DE] gizilir.

DB & =13 o) AN B 5

» Cebir Pence| verilen Dogru Pargas! ‘
k=1 Nokta seg, ardindan uzunluk gir ‘
= (178, 432 k=

(-3.58,1.8) [ —————

A

o
82

Lol 7

¥ Verilen Uzunlukta Dogru Pargasi

Uzunluk

lkBC

eeececcecee
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“Cember: Merkez Yarigapla” komutu segilip sirasiyla D noktasi ve ¢lkan komut satirinda yarigap
degeri olarak “k BA” ve E noktasi segilerek gikan komut satirinda yarigap degeri olarak “k CA” yazilip
gemberler olugturulur.

B \Eﬂ\@ AN |

» _Cebir Penceresi kez & Yal

® k=1 Merkez nokia secin, ardindan yancap girin ‘
® A-{178,432)
B=(-3.58,1.8)
={0,1.82)

Il

gose
www
a3

ii1=4.49
3.36,1.14)
(6.94,1.14)

gwmo
P
&

X XYY Yyl

(X - 3.36] +y - 1.14)° = 0.50
(X - 6.94) + [y - 1.14)°= 9.42

€7 Gember: Merkez & Yangap
Yancap

keH

Olugan ¢emberler “Kesistir” komutuyla kesistirilir. Olugan D, E, G noktalarindan olusturulan tggen
ABC uggeninin k oraninda benzeridir. k sirglsu hareket ettirilerek yeni olusacak ticgenlerin gevre
uzunluklari, alan oranlari cebir penceresindeki degerlerden incelenir.

BERE= = ERANER
[ ceb| Kesigtir \
k= KES\Q\"“ veya art arda iki nesneyi seciniz ‘
A=[ATEATH k=1
B=(3.58, 1.8) e

=(0,1.82)

o oA
W

loow
83

mo
[T

PeRsT
w
&

200000000000 COCROCROCCS
s am

A
i1 - 449
(3.36,1.14) .
6.94,1.14) ‘ b
- (x - 3.36] + (y - 1.147° = 9.59
(x - B.94F + (y - 1.147 = 9.42 .
(5.17,3.65)
(5.17,1.37) a \
hor o

Temel Oranti Teoremi

Bir iggenin bir kenarina paralel olan ve diger iki kenar1 a C
farkli noktalarda kesen dogru, kestigi kenarlar tizerinde oranti-

l1 pargalar olugturur. D » E
_a_c
DE//BC ise 5= 4 dir. / \
B Pp- C

498




GEOMETRI

ispat:

Bu teoremi ispatlamak i¢in liggenlerde alan ba-
gitisini bilmek yeterlidir. Bir tiggenin alani tabani
ile tabana ait yiiksekligin ¢arpiminin yarisidir.

|DE|.h
Alan(BDE) = — = Alan(CED) olur. Yiiksek-

likleri ayni iti¢genlerin alanlar1 tabanlar1 oraninda

olacagindan
Alan(ADE) Alan(ADE) a c¢
= = —=— bulunur.
Alan(BDE) Alan(CDE) b d
A
a C
Sonugc:
a c e D > E
ADE ~ ABC oldugundan = =— olur.
a+b c+d f ¢
b d
»
B f C
A
Ornek:
ABC tiggeninde DE//BC ve |AD| = 6 cm, |AE| = 6 8

8 cm, |DB| = x cm ve |[EC| = x + 1 cm olduguna gore
x ka¢c cmdir?

Coézum:
DE//BC oldugundan temel benzerlik teoreminden
6 8

— =" s y=3olur.
x x+1
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Ornek:

Gorselde, yer diizleminde bulunan bir g6z 6 m uzakliktaki yer diizlemine dik ve dogrusal palmiye agacinin
en iist noktasindan 9 m uzakliktaki deniz fenerinin en iist noktasini gormektedir. Deniz fenerinin boyu kag
metredir?

Coézum:

Temel benzerlik teoreminden % = i = y =10 metre bulunur.
_+_

~ ~ <. - ~ -
: d, d
Thales Teoremi: 2
af Yo
Birbirini paralel en az {i¢ dogru ve bunlar1 kesen iki dogru d,
orantil1 dogru pargalar1 olusturur.
B E d
s _|pel,, 4
|BC| |EF|
C F_4
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ispat: d, d,
ACEF t¢geninde Temel Orant1 Teoremi'nden M = @ ...... (1) Af D d
|BC| |GF]| 3
B /\G \ E _
AFD ti¢geninde Temel Orant1 Teoreminden @ = M ...... (2) '
|GF|  |EF| C ;
J 5

(1) ve (2)den M = @ bulunur.
|BC| |EF|
E

N F
A B
Kural:
AB//CD ise |AE| = |BE| = |AB| dir. Bu kural kelebek benzerligi olarak da ad-
|ED| |EC| |CD|
landirilir.
C D
ispat: A B
«XA
C D

I¢ ters agilardan m(DAB) = m(ADC) ve m(CBA) = m(DAB) oldugundan
ABE ~ DCE bulunur.

|4E| _|BE| |4B| olur
\ED| |EC| |cD|

Ornek:

Sekilde, bir demir kopriiniin capraz direkleri ara-
sinda olusan ti¢genlerin kenar uzunluklarindan bazi-
larinin metre cinsinden verilmistir. Verilenlere gére x
kag¢ metredir?
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Coézum:

Kelebek benzerliginden % _3 = x=4,8 metre

X
bulunur.

Etkinlik Formu Cevaplari

Etkinlik formundaki sorularin ¢oziimleri etkinlik icerisinde verilmistir.

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

o Homoteti kavramini ve homotetik sekiller hakkinda aragtirma yapiniz.
o Capraz Merdivenler Problemi (Crossed Ladders Problem) hakkinda arastirma yapiniz.
o Benzerlik konusunda yapilmis gorsel ispatlar1 arastiriniz.

o Benzer iiggenlerin benzer kenarlarina ait agiortaylari, kenarortaylar: ve yiikseklikleri oranlari benzer-
lik oranina esit oldugunu ispatlayiniz.

« (TUBITAK 2020 Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyati 1.Asama) Bir ABC ii¢geninde [BC] ve [AC]
kenarlari tizerinde sirasiyla D ve E noktalari aliniyor. m(BAD)=m(EDC), m(DAC)=m(ACD), IBDI=2,
IAEI=3 ve ICDI=4 ise, IECI kagtir?

KAYNAKLAR

Sahin, M.(2013). Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik Geometri-1, Palme Yayinevi.
Kiipeli, S. (2010). 100 Yilin Olimpiyat Sorulariyla Geometri, Altin Nokta Yayinevi.
Large, T.& Rogers, K. (2015). Sekilli Matematik Sozliigii, TUBITAK Yayinlar1.

TUBITAK(2020) Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyati 1.Asama https://www.tubitak.gov.tr/tr/olimpiyatlar/
ulusal-bilim-olimpiyatlari/icerik-matematik

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegine etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu

1.

Bir dinamik matematik yazilim1 kullanarak ABC {iggeni ¢izip [BC] kenarina paralel diger kenarlar1
kesen DE dogrusunu ¢izelim ve dogrunun kenarlarda ayirdig1 parcalarin uzunluklari ile ilgili tablo-
yu dolduralim.

. ABC eskenar tiggen AD//BC, |AD| = |[EC| ve m(EBC) = 20°

olduguna gore m(ACD) kag derecedir?

. ABC tggeninde verilenlere gore [AD| - |AG| kag cm’dir?

. ABC ve CED iiggenleri i¢in B, C ve D dogrusal nok-

talar m(CED) = m(ACB), |[EC| = |AC]|, |[ED| =9 cm,
|CD| =7 cm ve m(BAC) + m(ECB) = 180° olduguna
gore |BD| kag cm’dir?
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5. ABC iiggeninde DE//BC ve |AD| = 6 cm, |AE| = 8 cm,
|IDB| = x cm ve |EC| = x + 1 cm olduguna gore x kag
cm’dir?

6. Gorselde yer diizleminde bulunan bir goz 6 m uzakliktaki palmiye agacinin en iist noktasindan 9 m
uzakliktaki deniz fenerinin en iist noktasini gérmektedir. Deniz fenerinin boyu ka¢ metredir?

7. Sekilde, bazi kenar uzunluklar: verilen ACFD dértgeninde
AD//BE//CF dir. Verilenlere gore x+y kag birimdir?

8. Sekilde, birbirine paralel kenarlar1 olan bir demir kopriiniin
capraz direkleri arasinda olusan ti¢genlerin kenar uzunluk-
larindan bazilarinin metre cinsinden verilmistir. Buna gore
x ka¢ metredir?
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[=] i [=]

! Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKIiNLiK ADI : PISAGOR UGCLULERI

MODUL/KONU : Geometri/Ucgenler

KAZANIMLAR : Ucgende benzerlik teoremlerini ispatlar.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, Pisagor ucluleri ve bu Ug¢luleri veren bagintilar incelenecektir. Pisa-
gor Uglulerinin katlarinin da Pisagor Uclusu olmasinin sebebinin benzerlikle olan
iliskisi gosterilecektir. Ogrencilerin dnceki dgrenmelerinde gecen kavramlarla Pi-
sagor Uclulerini iliskilendirmeleri amaclanmaktadir.

Baslarken...

Fen bilgisi proje dersinde dgretmenleriyle birlikte Ar-
simet burgusu(vidasi) yapacak 6grenciler, burgunun bo-
yunun uzunlugunu hangi kosullara gore belirlemeleri ge-
rektigini tartisirken 6gretmenleri, 6grencilere bunun i¢in
geometride 6grendikleri hangi teoremi kullanmalar1 ge-

rektigini sorar. Sizce 6grenciler hangi cevabi ver-
mislerdir?

Pisagor Bagintisi: Pisagor bagintisi bir dik ti¢-

gende dik kenarlarin karelerinin toplamu, dik ag1- &
nin karsisindaki kenarin(hipoteniisiin) karesine a2 2

esittir, seklinde tanimlanir ve a? + b* = ¢ olarak N . -
gosterilir. Bilinen en eski matematiksel teoremler- b2

den biridir. Pisagor'un geometriyi kurdugu pren-
sipler, kendisinden 250 y1l sonra, Oklid’in “Ele-

mentler” kitabinda yer almis ve hi¢ degismeden
giiniimiize kadar gelmistir.
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Pisagor Ucliileri

a, b, ¢ birer pozitif tam say1 olmak iizere, a’ + b* = ¢? esitligini saglayan (a,
b, ¢) sirali tigliisiine Pisagor iigliisii denir. Kenar uzunluklar1 Pisagor tigliisiine
uyan dik tiggenlere de Pisagor ii¢geni denir. ebob (a, b, ¢) = 1 ise (ortak bolen-
lerinin en biiyligii 1 ise), bu tiir Pisagor tg¢liilerine ilkel(asal) Pisagor iigliileri
denir. Ornegin “3,4, 5” en ¢ok bilinen ilkel Pisagor tigliisidiir. “3, 4, 5” tiggenini
bildigimiz i¢in herhangi bir k € Z* i¢in “3k, 4k, 5k” tiggeninin de verilen bagin-

tiy1 sagladigini kolaylikla gosterebiliriz. Bu Pisagor {igliistiniin eski uygarliklar

da kullanildig1 kaynaklarda ge¢mektedir. Binalar1 inga ederken dik a¢ilar yapa-
bilmek i¢in ellerindeki bir ipin her metresine diigiim atmislar 3, 4 ve 5 metrelik araliklarla ipi digiim noktala-

rindan tutup gererek dik ti¢ggen olusturmuslardir.

Diizlemde herhangi bir kare kullanarak “3k, 4k, 5k” olacak Pisagor tigliisiiniin olusumunu gosterelim.

C B C B C B
4k
E E
GO G G 5k
3k
o
D F A D F A D F A
. C
ispat:
|AF| = |DF| = kN5 olsun. Bu durumda Pisagor teoreminden \5 alp 245
|BF| = 5k bulunur. g
a
BGC = BFA oldugundan |BG| = 5k ve |GC| = k5 ve G~ E B

|BC| = 2k\5 olur. GCB ~ CEB oldugundan ve

CB| |GB 5
|CB] = |GE| oldugundan Zﬂz —— ise |EB| = 4 birim ve
|EB| |CB| |EB|  2V5
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|GE| = 1 birim bulunur. Bu durumda |EC| = 3 birim olur.

5 4 5

Benzer sekilde k € Z* olacak sekilde “3k, 4k, 5k” iiggenleri de Pisagor iigliisiine
uyar. 6 8 10
Bu sekilde bir Pisagor {i¢liisiiniin kat1 olan Pisagor iigliilerine “ilkel olmayan Pi- 2 16 20

sagor {igliileri” denir. Acaba 3-4-5 tiggeninden bagka ilkel Pisagor tigliileri var midir?
Aklimiza ilk olarak “5, 12, 13%, “8, 15, 17” ve 7, 24, 25” gelir. Daha 6nemlisi ilkel Pi- 15 20 25
sagor {igliilerini veren bir formiil var midir?

18 24 30
Teorem 1:

Pisagor tgliilerini veren baginty; m ve n aralarinda asal dogal sayilar olmak iizere;
a=m?-n% b=2mn; c = m? + n? olarak bilinmektedir.
ispat:
m, n € N ve ebob(m, n) = 1 yani aralarinda asal olsun. Bu durumda Pisagor bagintisini saglamalidir.

a’+ b’ =c’ise
a’+ b= (m’-n?)*+ (2mn)* =m* - 2m’n’ + n* + 4m?n?
=m*+ 2m’n’ + n*
= (m? + n?)? = ¢ bulunur.

Ornegin; m = 3 ve n = 2 alirsak; a = 3>°-2> =5;b=2.3.2 =12 ve ¢ = 3” + 2> = 13 olur ki bu da bize
(5, 12, 13) tglisiini verir.

Acaba bu teoremle tiim Pisagor tgliilerine ulasabilir miyiz? Cevabimiz hayirdir. Ancak tiim ilkel Pisagor
tigliilerine dolayisiyla da tiim tigliilere ulasabiliriz.

Bu durumu bir érnekle agiklayalim: m, n’yi kullanan formiil, “9, 12, 15” gibi ilkel olmayan Pisagor tigliisii-
nii vermez. Bu durumda formiiliin tiim Pisagor {i¢liilerini vermeyecegini séyleyebiliriz.

a=m?- n% b = 2mn; ¢ = m*> + n? olmak Gzere “9, 12, 15” ti¢liisiiniin formil ile neden verilmedigini gos-
terelim.

“9, 12, 15” tigliisit “3, 4, 5” tigliisiiniin ti¢ katidir. Ugliimiizde (pozitif) tam say1 degerleri istedigimiz-
den, m > n olmalidir aksi takdirde tigliideki ilk say1 negatif olacaktir. 2mn degeri ise dik kenarlardan birine
esit olmak zorundadir ve “9, 12, 15™teki tek ¢ift say1 12dir, yani

12=2mn

Dolayistyla m . n = 6 ve m > n, bu yiizden sadece iki durumda olabilir:
i m=6ilen=1

ii. m=3ven=2
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[lk durumda iiclii (35, 12, 37) verir ve ikinci durumda ise (5, 12, 13) bulunur. 9, 12, 15 iireten iki deger
mzz\ﬁ,n:\/i'dir.

Pisagor t¢clilerini veren teoremin uygulamalarina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 1-2)

Teorem 2:

n pozitif tam say1 olmak {izere a =2n + 1, b = 2n*> + 2n ve ¢ = 2n* + 2n + 1 i¢in “a, b, ¢” Pisagor tigliistidiir.
Ardisik sayilar iceren Pisagor tigliilerine “Ikiz Pisagor iigliileri” denir. Ornegin “3,4, 5”7 ve “7, 24, 25” ikiz
Pisagor tigliileridir.
ispat:

Bir 6nceki teoremin ispatinda m = n + 1 olarak alirsak

a=m’-n*=(n+1)2-n*=2n+1

b=2mn =2(n+1)n =2n%> +2n

c=m*+n’=(n+1)>+n>=2n%+ 2 n + 1 olarak bulunur.

OrneQin;nlesegelimazZ.10+1=21,b=2.102+2. 10 =220,c=2.10*+2.10 + 1 = 221 yani
(21, 220, 221) Pisagor tigliisti bulunur.

Dik kenarlardan birisi ve hipotenisu ardigik olan Pisagor tclilerini veren bagintinin uygula-
malarina yer verilir. (Etkinlik Formu Soru 3)

Formiiliimiizti daha kolay hale getirmek i¢in n = 1 olarak alalm. Bu durumdaa =m?- 1,b=2m,c=m? + 1
olacak sekilde farkli bir desen tiretebiliriz. m = 6 i¢in (35, 12, 37) iigliisti elde edilir.

n=1 degeri icin Pisagor Uglilerini veren bagintinin uygulamalarina yer verilir. (Etkinlik Formu
Soru 4)

1,2 53 n
13,25,37...n2n+1

Pisagor tiggeni arasinda bir iligki var midir? (n € Z*)

olacak sekilde verilmis bilesik kesirler ile bir dik kenari ile hipoteniisii ardigik

% =% ve 2 %:1—52 ve 3%:% olur ki bu kesirlerin “3, 4, 5”, “5, 12, 13” ve ‘7, 24, 25” iicgenlerini

gosterdiklerini sezgisel olarak soyleyebiliriz.

1

2
Genel halini ¢6zersek 5 nn+ 77 2; " 1 21n bulunur. Bu durum Teorem 2'de ispatlanmustir.
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EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorulari

n*-1
2

n+1
2

« n>2ve n tek say1 olmak tizere dik kenar uzunluklar1 n,
olacak sekilde Pisagor iigliileri elde edilir. Arastiriniz.

o Ardisik Pell sayilari (1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, ...) m, n olarak secildiginde dik kenarlar ardisik
olan Pisagor tiggenleri bulunur. Ornegin m = 5, n = 2 olarak segilirse “20, 21, 29” Pisagor tigliisii elde

, hipoteniis uzunlugu » -

edilir. Arastiriniz.

o Dik kenarlari ardigik tam sayilar olan 6rnegin “3, 4, 5” ve “20, 21, 29” Pisagor tigliilerini veren yukarida-
kinden baska formiil var midir? Arastiriniz.

o  Uggensel sayilardan Pisagor iigliileri olusturulmus dik ticgenlerle elde edilebilir mi? Arastiriniz.

o Bir kareyi Pisagor tigliileri ile kaplayabilir miyiz?
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Olcme Degerlendirme

Bu etkinlige ait Derecelendirme Olgegi Degerlendirme Formu'na etkinlik karekodunu okutarak ulasabi-
lirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari
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MATEMATIK

Etkinlik Formu

1. Asagidaki tabloda verilen m ve n dogal sayilarina karsilik gelen Pisagor {iglilerini bulunuz. Bos
birakilan satirlara uygun m ve n degerlerini yazarak sonuglar elde ediniz.

2. Tabloda verilen bosluklar: Pisagor tiggenlerinin ilkel olup olmadiklarini degilse hangi ilkel iigliiniin

kat1 oldugunu varsa m ve n degerlerini bulunuz.




GEOMETRI

3. Tabloda m, n degerlerini ardisik sayilar vererek dik kenarlardan birisi ile hipoteniisiin ardisik oldu-
gu Pisagor tliilerini elde ediniz.
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MATEMATIK

% Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLIiK ADI
MODUL/KONU
KAZANIMLAR

SURE

KULLANILACAK
MATERYALLER

: UCGENDE YARDIMCI ELEMANLAR
: Geometri/Ucgenler
: 1. Ucgende i¢ ve dis aciortay teoremlerini ispatlar.
2. Ucgende kenarortay teoremini ispatlar.
3. Ucgenin kenar orta dikmelerinin kesisimini insa eder.

4. Ucgenin cesidine gore yuksekliklerinin kesistigi noktanin
konumunu neden-sonug iliskisi kurarak belirler.

: 4 ders saati

: Etkinlik Formu, pergel, cetvel

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, U¢cgenin yardimci elamanlari olan acgiortay, kenarortay, kenar orta
dikmeleri ve yukseklikleri ile ilgili verilen bagintilarin ispatlari ve uygulamalarinin
yapilmasi hedeflenmektedir. Dinamik matematik programi yardimiyla 6grencile-
rin ornek durumlari teknoloji yardimiyla ¢cézmeleri amaclanmistir.

Baslarken...

Matematikgiler cetvel ve pergel yardimiyla yapilan ¢izim-
lerle eski zamanlardan itibaren ¢ok ilgilenmislerdir. Verilen
bir a1 birimsiz cetvel ve pergel kullanarak iki es parcaya ra-
hatlikla ayrilabilir. Matematik tarihinin tinlii problemlerin-

den biri verilen herhangi bir a¢inin

\QQ'\

birimsiz cetvel ve pergel kullanarak " s

aw \\\\\\ \:\!} U N
lig esit parcaya ayrilamayacagini ifa- \\ b, \M\:\MW WL
de eder. Matematikgiler bu problem N“\

e \\\\

& ll D@ W
qu/mlluuhu|1|u\l44\\\\m\\\\\\\\\\ :

\\\\X\\\\\V\\\\\\\\ \\\\\@\\\\

. . . 2 @
uzerine (;Ok uzun sure aragtlrmalar i B

yapmuslar, belli agilar i¢in sonuglar bulmuslardir.

Kardesiyle birlikte masada kalan son pizza dilimini esit dilimler seklinde paylas-

mak isteyen Asya, sizce hangi geometrik kavrami kullanmalidir?
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s ANITM

Agiortay: Herhangi bir aginin dl¢iisiinii iki es agrya bolen A
1s1na aglortay denir. Yandaki sekilde [OC] 151n1 AOB agisinin
aclortayidir.
! C
Agiortay tizerindeki herhangi bir noktadan aginin kenarla-
rina ¢izilen dik uzunluklar birbirine esittir yani
|AC| = |CB|dir.
0<“— O
Ispat: AOC ve BOC iiggenleri es oldugundan B
|OA| = |OB|dir.
Ornek:
A
Etkinlik Formu Soru1 A
D
ABCD dértgeninde AB 1L BC m(BAC) = m(CAD), |AD| = 6 birim, [CD| =5 bi- X
rim ve |BC| = 3 birim olduguna gore |AB| = x kag birimdir?
B C

Coézum:

CE L AE olacak sekilde olusturulan CDE dik ti¢geninde [AC] agiortay dogrusu
oldugundan |BC| = |CE| = 3 birim bulunur. CDE dik tiggeninde Pisagor bagintisin-
dan |DE| = 4 birim olur. Bu durumda |AE| = [AB| = x = 6 + 4 = 10 birim bulunur.

K3git Katlayarak U¢cgende Agiortay Gizimi

ABC licgeni bigimindeki kagit AC ve BC kenarlari tst tiste gelecek bigimde katlanir. Kagit agilarak
kat izi gizilerse C agisinin agiortay elde edilir.

/A\
B C B

A

K
'
‘ A
y
‘
[
y
‘
[y
‘.
[y
[y
[y
[y
[
[y
.
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eTKing, .

Pergel ve Cetvel Kullanarak Bir Aginin Agiortayini
Cizmek

Bir ABC agisinin aglortay dogrusunu gizmek igin;
1. Adm:

Pergeli herhangi bir uzunlukta agarak B merkezli AC yayini gizelim.

2. Adm:

Pergeli bozmadan A ve C merkezli yaylar ¢izip D kesigim noktasini
belirleyelim.

3. Adim:

BD dogrusu ABC agisinin aglortay olarak bulunur.

Teorem:

Bir tiggenin iki i¢ agiortay1 arasinda kalan aginin 6lgiisii, tiglincii aginin yarisinin 90° fazlasidir.

A

ispat:

BAC ve BDC iig¢genlerinin i¢ ag¢ilar: i¢in, 2m + 2n + a = 180°
ve X + m + n = 180° esitlikleri ortak ¢6ziilerek x = 90° + % bulunur. X

&~ TG

Teorem: A

Bir ii¢genin iki dis agiortayr arasinda kalan aci ile kullanilmayan o
tigiincli aginin yarisi birbirinin tiimleridir.

B -

Ispat: ,;m

BAC ve BDC iiggenlerinin ig a¢ilar toplamindan
180° - 2m + 180° - 2n + a = 180° ve m + n + x = 180° esitlikleri birlikte x

coziiliirse x = 90° - % olarak bulunur.
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s ANITM

Uggende I¢ Agiortay Bagitisi: ABC iiggeninde bir késeye
ait agrortay dogrusunun kars1 kenarda ayirdigi uzunluklar kom-
su kenarlarla orantilidir.

[AN] agiortay dogrusu ise

[AB|_INB e _m g
|AC| |NC| " b n

ispat:

B noktasindan gegen [AC] kenarina paralel dogru pargasi [BE]'nin
m(BAC) agisinin agiortay dogrusu ile kesistigi nokta E olsun. ABE iig-
geni ikizkenar olur dolayisiyla, |BE| = ¢

I¢ ters acilar olduklar1 icin m(CAE) = m(AEB) ve m(ACB) = m(CBE)
bulunur.

Bu durumda EBD ve ACD tiggenleri benzer oldugundan

(EBD ~ ACD)

c m

—=—olur.

n

oo A
Ornek:

ABC dik tiggeninde AB L BC ve [AN] agiortay olmak tizere, |[BN| = 3
birim ve [NC| = 5 birim olduguna gore ¢evre(ABC) kag birimdir?

-
B 3 N 5 ¢

Cozim: A

[AN] agiortay oldugundan \*

3k 5k

M = M =3 olur. Bu durumda Pisagor teoreminden |AB| = 3k

lac| |NC| 5
ve |AC| = 5k olarak alinirsa |BC| = 4k = 8 bulunur.

|AB| = 3k = 6 ve |AC| = 5k = 10 olur. Cevre(ABC) = 6 + 8 + 10 = 24 s c
bulunur. 3 N 5

DT PP TE >
4k
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s ANITM

Ucgende D1 Ag1 Ortay Bagintisi: ABC iiggeninin dis
aglortay1 [AD] olmak {izere

G _|pc] b_ d
|4B| |DB| "¢ d+a

dir.

ispat:
EC// AD gizilirse AEC ikizkenar iiggen olur.

BG//AD gizilerek ABGD paralel kenar1 olusur. BGD
tiggeninde temel benzerlik teoreminden

Ipc|_|pF| 6 _

IDB| |DG| "¢ d+a

elde edilir.

Ornek:

Etkinlik Formu Soru3_ 5

ABC ii¢geninde |AB| = |BC| ve |AC| = 3 birim, |CD| = 12
birim olduguna gore |AB| kag birimdir? 3

Coézum:
ABC ikizkenar tiggen oldugundan m(CAE) = m(ACD) = 2x
ve m(DAE) = x olur. Bu durumda AD dis aglortay olur.

|DC| = |AC| = 12 = 3 ve a=4 bulunur.
\DB| |4B| " 12+a a
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Teorem:

Bir tiggende, bir koseden cizilen i¢ agiortay
ile diger iki koseden ¢izilen dis agiortaylar bir
noktada kesisir. Bu nokta dis teget ¢emberinin
merkezidir. I¢ agiortay ile dis agiortay arasinda
kalan agi, tiglincii aginin yarisidir.

ispat:
OAC iiggeninden x + a = b, ABC ii¢geninden

y+ 2a =2bolur. Budurumda y = 2x bulunur.

A
Ornek:
Etkinlik Formu Soru 4
ABCD dortgeninde m(ABC) = 40°, m(DBC) = 70°, m(ACB) = 60° g L 40° E 60° c
ve m(BCD) = 60° olduguna gére m(ADB) = x kag derecedir? 70° 60°

Coézium:

Dogru agidan m(BCG) = 60° ve m(FBC) = 70° olur. [BD] ve [CD]
dis agrortay oldugundan 2x = 60° ise x = 30° bulunur.
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— AL

Kenar Ortay: Uggende bir kenarin orta noktasini karst
koseye birlestiren dogru parcasina kenarortay denir. Bir
ABC ii¢geninde tiim kenarortaylar bir noktada kesisir ve
bu noktaya agirlik merkezi denir. Agirlik merkezi koseye
bir birim kenara iki birim uzakliktadir.

>

ispat:

[AB] ve [AC] kenarlarina ait kenarortaylar ¢izelim ve
kesisim noktalarina G diyelim. [ED] orta taban oldugun-
dan ED//BC ve 2|ED| = |BC| olur. EGD ve CGB benzer
tiggenler olur (EGD =~ CGB).

Bu durumda 2|GD| = |BG| ve 2|EG| = |GC| bulunur.
Benzer sekilde tiglincii kenarortay iginde benzer esitlik-
ler gosterilirse G noktasi kenarortaylarin kesim noktasi

olarak belirlenir. B

Dinamik Matematik Programinda Uggende
Kenarortaylarin Kesim Noktasinin incelenmesi

“Gokgen” sekmesinden ekranda li¢ nokta secilerek bir ABC tiggeni izilir.

Dosya Dizenle Gérindm Secenekler Araclar Pencere Yardim

ARGl <N

.

» Cebir Penceresi Cokgen
A=(3.12,9.02) Bitiin kigeleri ve sonra ilk kigeyi tekrar secin

B=(-0.92,4.84)
C=(5.6,4.82)
b=4.88
a=6.52
c=581
ii1=13.67

520




GEOMETRI

“Orta Nokta veya Merkez” sekmesiyle koseler ikigerli segilerek kenarlarin orta noktalari belirlenir.

Dosya Dizenle Goriinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

AR cle] <N =] )

Cebl Orta Nokta veya Merkez

A=| Ikinokta, dogru parcas), cemberveya konik secin
B = (.92, 4.54)
C=(56,4.82)
b=4.88
a=6.52
c=>581

i1 =13.67
D=(1.1,6.93)

E = (4.36, 6.92)
F=(2.34,4.83)

00000 COOOIY T~

a

“Dogru Pargasi” sekmesinden kenarortaylar belirlenir. Ugiincii kenarortayin ilk iki kenarortayin
kesim noktasindan gectigine dikkat cekilir. Dinamik noktalar olan A, B ve C noktalarinin fare ile
hareket ettiriimesine ragmen kesim noktasinin degismedigi uygulama olarak yaptirilir.

Dosya Dizenle Gorindm Secenekler Araclar Pencere Yardim

&L OO 4N

» CebirPence| Dojru Pargast Brafik
A=(3.12,9/ Iki noktaveya konum segin
B = (-0.92, 434}
C=(56,4.82)
b=4.88
a=6.52
c=581

i1 =13.67
D=(1.1,6.93)

E = (4.36, 6.92)
F={2.34,4.83)
=497
g=>56T
h=426

o000 OOOOOROOS

a

“Kesistir” komutuyla kenarortaylar ikiserli kesistirilerek olusan noktalarin ayni oldugu vurgulanir.

Orta nokta veya merkez komutu segili iken tiggene tikladiginda da tggenin agirlik merkezi olan G
noktasini belirlenmektedir. Bu sekilde belirlenen noktalarin ayni oldugu gézlemlenir.

Dosya Dizenle Gorinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

D) %22 B3 (o] =1 FAINN B2l

> Ceb| Kesigtir
A=| Kesigimiveya art arda iki nesneyi seciniz
B=[0.9Z 4.84)
C={(5.6,4.82)
b=4.88
a=6.52
c=581
i1 =13.67
D=(1.1,6.93)
E = (4.36, 6.92)
F=(2.34,4.83)
f=4.97
0=5.67
h=4.26
G=(2.6,6.23)
H= (2.6, 6.23)
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Ug¢genin Kenar Orta Dikmeleri ve Cevrel Cemberi

Teorem:

Bir ABC iiggeninde, kenarlarin orta dikmeleri bir
noktada kesisir. Bu nokta ¢evrel gemberin merkezidir.

ispat:

ABC iiggeninde [AB] ve [BC] kenarlarina ait kenar
orta dikmelerini ¢ekelim. Bu durumda yiikseklik ayn1
zamanda kenarortay oldugu i¢in AOB ve BOC ikizke-
nar tiggen olur ve |OA| = |OC| olur.

AOC ikizkenar olarak bulundugundan [AC] kena-
rina ait kenarortay: yiiksekligine esit olur ve O nokta-
sindan geger. O noktasi iiggenin koselerine esit uzak-
likta oldugundan gevrel cemberinin merkezidir.
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Ornek:

ABC ti¢geninde O gevrel cemberin merkezi olmak tizere |[BD| = 6
birim, |OE| = 5 birim, |[EC| = 2V13 birim olduguna gére |OD| = x ka¢
birimdir?

cozum:

O gevrel ¢cember oldugundan [OE] ve [OD] kenar orta dikme
IBD| = |DA| = 6 birim, |[EC| = |EA| = 2V13 birim olur.

Pisagor bagintisindan 6> + x*= (2V13)? + 52 olur x = V41 bulunur.

Ucgende Yiikseklik

Uggenin bir kogesinden karsisindaki kenara cizilen dikmeye ii¢genin o kenarina ait yiiksekligi denir.
Bir ABC {iggeninin a, b, c kenarlarina ait sirasiyla h, h, h_olmak {izere ii¢ yiiksekligi vardir. Bir {iggende
yiikseklikler tek noktada kesisir. Bu noktaya ti¢genin diklik merkezi denir.

Ucgenin dar, dik ve genis agili olmasina gore diklik merkezi i¢in ii¢ farkli durumda olusur.

Dar a¢il1 ABC iiggeninde diklik merkezi tiggenin i¢ bolgesindedir. Diklik merkezi D noktasidir.

B
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Genis agili ABC ii¢geninde diklik merkezi tiggenin dis bolgesinde yiikseklik dogrularinin kesim noktasi
olan D noktasidur.

Ornek: A

Etkinlik Formu Soru 6 D

Bir ABC iiggeninde H noktasi diklik merkezi, m(DHE) = 112° olmak tize-
re m(DAC) = x kag derecedir?

cozum:

H diklik merkezi oldugundan CAL1AB ve BELAC oldugundan
m(EHC) = 68° olur. EHC ve ADC dik tiggen oldugundan m(ACD) = 22° ve
m(DAC) = x = 68° olarak bulunur.

K3git Katlayarak U¢gende Yiikseklik Gizimi

ABC uggeni seklindeki kesilmis kagit C kdsesinden tutulup sekildeki gibi kat izi A noktasindan
gececek sekilde BC kenart kendi Uzerine katlanir. Kat izi gizilerse A noktasindan gegen [BC] kenarina
ait yukseklik elde edilmis olur.

A
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Pergel ve Cetvel Kullanarak Bir Uggende Herhangi
Bir Kenara Ait Yiksekligi Bulmak

Bir ABC liggeninde A noktasindan BC dogrusuna ytikseklik cizmek
1. Adm:

Pergeli herhangi bir uzunlukta agarak A merkezli BC dogrusunu D,E noktalarinda kesen DE yayini
gizelim.

2. Adm:

Pergeli DE uzunlugundan kiicik olacak sekilde agip D merkezli ve E merkezli yaylarin kesim
noktasi F noktasini belirleyelim.

3. Adm:

A ve F noktalarindan gegen dogrunun BC dogrusuyla kesisim noktasi H noktasi olmak tizere; [AH]
dogru pargasi BC kenarina ait yiksekliktir.
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K3git Katlayarak Kenar Orta Dikmesi ve Kenarortay

Cizimi

ABC Uggeni bigimindeki kagit B kosesi ve C kdgesinin iistiine gelecek sekilde katlanir. BC kenarinin
orta noktasi olan D noktasi ve kenar orta dikmesi olan [ED] belirlenir. C kdsesi AD boyunca katlanarak
BC kenarinin kenarortayi olan [AD] belirlenir.

A

EK ETKINLiK ONERISIi

Aragtirma Sorular1

o Cesitkenar bir ABC ii¢ggeninde A kosesinden cizilen yiikseklik, agiortay ve kenarortay arasindaki sira-
lamah <n <V seklinde oldugunu aragtiriniz.

« Bir tiggende yiikseklikler toplaminin ti¢genin ¢evresinden kii¢iik oldugunu ispatlayiniz.

« Bir ABC ii¢geninde b—c <V, < b+e veu yar1 gevre olmak lizere u < V_+ V, +V_< 2u oldugunu is-
patlayiniz. 2
KAYNAKLAR

Sahin, M.(2013). Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik Geometri-1, Palme Yayinevi.
Kiipeli, S. (2010). 100 Yilin Olimpiyat Sorulariyla Geometri, Altin Nokta Yayinevi.

Large, T.& Rogers, K. (2015). Sekilli Matematik Sozliigii, TUBITAK Yayinlar.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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Etkinlik Formu

1. ABCD dortgeninde AB L BC m(BAC) = m(CAD), |AD| = 4 birim, |CD| = 5 birim ve |BC| = 4 birim
olduguna gore |AB| = x ka¢ birimdir?

A
6
°
D
X
B
5 C

2. ABC dik tiggeninde AB L BC ve [AN] agiortay olmak iizere, |[BN| = 3 birim ve |[NC| =5 birim oldu-

guna gore cevre(ABC) kag birimdir?

A

K
3 N 5 C

3. ABC uggeninde |AB| = |BC| ve |AC| = 3 birim, |CD| = 12 birim olduguna gére |AB| kag birimdir?
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4. ABCD dortgeninde m(ABC) = 40°, m(DBC) = 70°, m(ACB) = 60° ve m(BCD) = 60° olduguna gore
m(ADB) = x kag derecedir?
A
B 40° E 60° C
70° 60°,
X
D

5. ABC iiggeninde O cevrel cemberin merkezi olmak {izere |BD| = 6 birim, |OE| = 5 birim, [EC| = 2413
birim olduguna gore |OD| = x kag birimdir?

A

O O\E
X 5 1
)
B\—/c

6. Bir ABC ii¢geninde H noktas: diklik merkezi olmak tizere m(DHE) = 112° olmak tizere m(DAC) = x

kac derecedir?
A
D
S E
H
B C
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKINLiK ADI : UCGENSEL BOLGELERIN ALANLARI

MODUL/KONU : Geometri/Ucgenler

KAZANIMLAR : 1. Ucgenin farkl alan formullerini ispat eder.

2. Benzer uggenlerin alanlari oraninin benzerlik oraninin

karesi oldugunu ispat eder.

SURE : 4 ders saati
KULLANILACAK

MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, 6grencilerin U¢ggende alan bulma kurallarini veren bagintilari kesfet-
meleri amaclanmistir. Ogrencilerin bir dinamik matematik yazilimi ile Gcgende alan

hesaplamalari yapmalari hedeflenmistir. Ayrica égrencilerin dinamik matematik ya-

zilimi etkinligi ile benzer U¢genlerin alanlari oraninin benzerlik oraninin karesi oldu-

gunu kesfetmesi beklenmektedir.

Baslarken...

Matematik projeleri ve sunumlari denilince ilk akla
gelen konulardan birisi olan Pick Teoremi givilerle alan
hesab1 olarak bilinir (Avusturyali matematik¢i Georg
A. Pick, 1899). Bu teorem ne ise yarar ve nasil uygula-
nir? Pick Teoremi aralarindaki mesafe bir birim olan
givilere takilan bir lastik parcasinin belirledigi alani
bulmamiza yarar. Bu sekil herhangi bir ¢okgensel bol-
ge olabilir.

I: Bélgenin i¢inde kalan kirmizi noktalar

b: Cokgenin tizerinde bulunan mavi noktalar

Cokgenin Alani = i+%— 1=13 +§— 1 =15 ola-

rak bulunur.
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Ogrenciler Pick Teoremi ile uygulama yapmalan icin Etkinlik Formuna ydnlendirilir (Etkinlik

Formu Soru 1, 2).

Alan Hesaplama

Bozok, dedesinin getirdigi ¢ikolatadan birkag parca kopardiktan sonra acaba ne
kadarini yedim diye diisiinmeye basladi.

Sizce gikolatanin ne kadarini yedigini bulmak i¢in hangi geometrik kavramdan
yararlanmalidir?

Geometride alan hesaplamak icin sekil birimkarelerden olu-
san kareli kagidin tizerine ¢izilir ve kagit tizerinde kapladig: alan
karesel bolgelere ayrilir.

Yandaki sekilde kenarlar1 bir birim olan karesel bolgelerden
olusmus seklin alani 22 birimkaredir.

Dikdortgensel bolgelerin alanlari kenarlarin olustugu birim-
kare sayilarinin ¢arpimi olarak bulunabilir.

Dikdoértgensel bolgenin alani yardimiyla tiggen-
sel bolgelerin alanlarini da bulabilir miyiz?

Ornegin yandaki sekilde,

Alan(ABC) = Alan(ABH) + Alan(AHC) oldu-
gundan dolay1 Alan(ABC) aslinda dikdortgensel
bolgenin alaninin yarisidir.

Alan(ABC) = - |AH|.|BC] = % 5.9= 42—5 bi-
rimkare olarak bu%unur.

Sizce ii¢genin alanini veren bir bagint1 bulun-

maya c¢aligilirsa hangi uzunluklar: bilmemiz gere-
kir?
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Ornek:

Sekildeki ABCD ve AGFE dikdortgenlerinin alanlar arasinda nasil bir baginti vardir?

F
cozum: C
Alan(ABCD)  Alan(AGFE)
Alan(ADG) = 5 = 5 oldugundan
Alan(ABCD) = Alan(AGFE) olur. G
B

Dinamik matematik yazilimi agilir. “Perspektifler” penceresinden “Cebir&Grafik” kismina girilir.

Hazir mentlerden “Nokta” 6zelligi ile A ve B Noktalari belirlenir.
Dosya Diuzenle Gorunum Secenekler Araclar Pencere Yardim

LA eloll =]

il I Ll |

Grafik

Mesnes Uzerinde Nokia

Noktayl Bagla / Ayir

Keslstir

Crta Nokta veya Markez

Karmagik Say

g Nokta

Kokler
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Hazir meniilerden “Dogru”
ozelligi segili, A ve B nokta-
larindan gecen dogru tanm-
lanir. Dogru Stili kesikli gizgi
segilir.

“Paralel Dogru” olugtur 6zel-
liginden o6nce AB dogrusu
sonra bagka bir nokta secilir
ve stili kesikli gizgi olarak de-
gigtirilir.

Paralel dogru uzerinde bir D
noktasi segilir. Cokgen olug-
tur segenegiyle kogeleri A,B
ve D noktalari olan tggen
olusturulur.

A Lo WAy
R AAE S @)

Dosya Dizenle Gorunum Segenskler Araglar Fencere Yardim

~

Al o] <= )

:

[% + Gzeliikler - Dogru i

» Cebir Pel .~ pogru
® Az[0d

FalEE ! %

® B=(84 ,). Dogru Fargasi

® f:0.08x T
>* Verllen Uzunlukta Dofru Pargas

Temsl Renk 3t Cehir Geligmi

Dogru kalinhg:

Isin

., Coklu Degru

\ekior

13 5 7 91
Degru Seffafig

Moktadan Vektdr

0 24

13

Dosya Dizenle Gdrinim Secenekler Araglar Pencere Yardim

FANIEED

» Cebir Pencere | Paralel Dogru
® A=(-0.82, 0. | Nokta ve paralsl degruyu segin

® B=(8.47,0)
® :0.0Bx +9.3

® C={3.38,5.0

® g:0.08x=9.__
]

Deosya Dizenle Gdrinum Secenekler Araclar Pencars Yardim

s Al elolalN] =) ¢

O )
RSN L
» Cebir Pencerz b Grg Gokgen

® A=(-0.82 0. 30t0n kbseler ve sonra Ik kbgeyl tekrar segin

® E=(8.47,0)
® 1 0.0Bx+9.3

® C=(3.38, 5.0
O g DOBX * 0.l i it v ieimt shr s sans s s s

® D={3,505 §
metinl = “

® a=821

® d=93

® b=572
® 01=23.23
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“Dik Dogru” ozelligi ile D noktasindan gegen ve AB dogrusuna dik olan dogru segilir. Dogru ve AB
dogrusunun kesigim noktasi belirlenerek dikme ayagi olusturulur. D ve E dikme ayagi noktasindan

gecen dogru pargasi belirlenir. Dik dogru Uzerine sag tiklanarak Nesneyi Goster ozelligi ile dik
dogru goriinmez hale getirilir.

Dosya Dizenle Gdrinim Secenekler Araclar Pencers Yardim

kil

£

Mo

L

¢ a=z2
Jf:-.'!’ }\\‘E

} Cehir Pencer
® A=[-0.82 0.

Dik Dogru
Nokta ve dik dogruyu seginiz

.
P

G

7

® B=(8.47,0)
® f:0.08x+9.3
¢ =(3.38,5.0

® g:0.08x+0.: ...

® Db={27 50519

metinl =

® a=7.66
® d=9.3

® b=6.08
® i1=23.23

h: 9.3x + 0.0

F={(2.7, 505
® E=(2.66,0.0
®i=3

L

Metin 6zelligi segilir ve Alan = G, yazilir.

Dosya Dizrenle Gorlnlim Secenekler Araclar Pencere Yardim

[

: ARG

N

» Cebir Pencere
® A=(-0.82,0.
® B=(8.47,0)
® £:0.08x+9.3

» Grafik

G m(3.38, S| Tt

® g:0.08x+9.

® D=(2.7,505
metinl = *

® a=7.66

® d=93

® b=6.09

® i1=2323
hi -8.3x + 0.0
F=(2.7,5.05

FAES

D

bd =

*7? sirgl

ftresennrarnenan smrnannans

M Resim
[ox] Dugme
71® isaret Kutusu

a=1 Girdl Kutusu

® E= (266,00
®i=5

) Metin

Dizenle

| | Alan=i1

[] LaTeX formtlo

| Simgeler - | Nesneler~

Ongérinim
| Alan=23.23
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A, B ve D noktalari dinamik noktalar oldugundan fare ile siiriiklendikge degisen tiggenin alani ekranda
belirir.

Dosya Diizenle Gérlnim Segenekler Araglar Pencere Yardim

DNERENOERNEE

b Cebir Pencere| b Grafik
® A=(-4.53,0g...
® B=(1544, 4
@ f:4.59x+ 19,
C =(3.38, 5.0
® g:459x+19
® D=(1.93,53
metinl = " !
® a=16.88
® d=2049 Alan=70.06 1
® Lt | | I ! I B | | |
@ ii1=70.06
h: 19.97x +.
F=(1.93,53
® E=(04,-1.2
® i=6.84
® metin2 = “Al
® a=90°

Ogrencilerden AB = d tabani ve DE = h yiiksekligini Cebir Penceresinden buldugu degerleri agagidaki
tabloda yazmalari ve aralarinda nasil bir iligki oldugunu tartigmalari saglanir.
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Ucgende Alan

Bir iiggensel bolgenin alani, bir kenar uzunlugu ile o kenar uzunluguna ait yiiksekligin uzunlugunun ¢ar-

piminin yarisina esittir. A, B, C koselerinden olusan ti¢gensel bolgenin alani Alan(ABC) bigiminde gosterilir.

Dar Agili Uggende Alan Genis Agili Uggende Alan Dik A¢ili Uggende Alan

A ¥l

a b c
Alan(ABC) = =5 T
A
Ornek: D
Sekildeki ABC ii¢geninde [BD| L [AC], |BD| = 6 cm, |AC| = 4 cm ol-
duguna gore, A(ABC) ka¢ cm? dir? 6
B C

Ccozum:

Sekilde tiggenimizin tabani [AC] bu tabana ait yiikseklik ise [BD]'dir. A(ABC) = % - (taban x yiikseklik)

bagintisindan A(AA§C) = % . |BD| . |AC| = % -4 .6 olur.

=12 cm2

Ornek: A

Sekildeki ABC tiggeninde [AB] L [AC] [AD] L [BC] |BD| =1 cm,
IDC| = 4 cm olduguna gore, A(ABC) kag cm? dir?
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Coézium:

Sekildeki ABC iiggeninde |[AD|’ = |BD| - |DC| {Oklid bagin-
tisi} [AD|*=1- 4 ise |[AD| = 2 cm

A(ABC) = % IBC|-|AD| = %5 .2 =5cm” olur.

Kare seklindeki fayansin alt kogelerinden ve iist ke-

narindan bulunan herhangi bir noktayi lastikle birles-
tirerek bir tiggen olusturalim. A noktasini dogru bo-

yunca hareket ettirirsek tiggenin alani nasil degisir?
Tartisiniz.

Ozellik:

C
d //d, olmak iizere ABC {i¢geninin A noktasi ha-
reket ettirildiginde olusan A'BC {iggeninin alani de-

gismez. Bu tiggenlerin tabanlar1 ve yiikseklikleri ayni
uzunluktadir.

A(ABC) = A(A'BC) =

2

A

Ornek:

ABC dik tiggen [AB] L [AC], [DE] // [BC], |BD| = 6 birim

|AC| = 10 birim olduguna gére A(BEC) kag birimkaredir?

C
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Coézum:

A(BEC) = A(BDC) olacagindan

A

D/

_ —_ |BD| . |AC| 6-10 Tl
A(BEC) = A(BDC) = ———— = ~>—=30 -
birimkare bulunur.

B
Ornek: A

Gorselde koseleri A, B ve C noktalar1 olan dik tig-
gen seklinde bir bahgenin ¢izimi verilmistir. Beyaz
alan yesillendirilecek, tarali alan ise ¢ocuklarin oyun
parki olarak degerlendirilecektir. DE koselerini bir- 6 D 3 E
lestiren BC kenarina paralel dogru yerine 3 m uzun-
lugunda bir tahterevalli yerlestirilecektir. AB koseleri
arasindaki uzaklik 6 m olduguna gére ¢ocuklarin oyun <

B C

parkinin alani ka¢ m? dir?

Cozim: A
[DE] // [BC] oldugundan

3-hy 3-h, A2 _6-\13

A(ADC) = A(ADE) + A(DEC)
Ly el

2 2

3y thy) 3.6
B 2 2

=9m?

<>
=

]

bulunur.

Ozellik:

Yiikseklikleri esit olan ti¢genlerin alanlar1 orani bu yiiksekliklere ait
taban uzunluklari oranina esittir. Benzer sekilde tabanlari esit olan ti¢-
genlerin alanlar1 orani yiikseklikleri oranina esittir.

[BC|- |AH]|
A(RBC) 2 IeC]
A(ACD) |cD|-|aH| |cD|

2
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Kenarortay, iggeni alanlari esit olan iki pargaya ayirir.

1L

1L

7

Ornek:
Sekildeki ABC ii¢geninde A(Iﬁ:) = 4 birimkare

|BE| = |EF| = |FC| ve |BD| = |DA| olduguna gore,

A(ABC) kag birimkaredir?

7

Ornek:
|BE| = |EF| = |FC| oldugundan
A(DBE) = A(DEF) = A(DFC) = 4 birimkare ve

benzer sekilde A(ABC) = 24 birim kare bulunur.

Ozellik:
_—— . o ad3
Eskenar Uggenin Alani: Bir kenara ait yiikseklik 5 olarak buluruz.
a
NAE]
—_ ’ 2 .
A(ABC) = 22 =2 45 60°

F

Ucgende alan ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 17, 18). I
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Benzer Uggenlerin alanlari orani dinamik matematik yaziliminda uygulamal olarak yapilacaktir.

Hazir menlerden “Cokgen” segilip ABC Uggeni olugturulur. Orta nokta 6zelligi ile AB ve AC kenar-
larivin orta noktalari belirlenir

Dosya Dizenle Girinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

AN elO] AlN][= ¢l

Cebi
A=
B=
C=
b=
a=

Mokta
Nesne Uzerinde Nokta

Moktayl Badla ! Ayir

L
D=
E=

Kesistir

0000000OCS -

2o [ JX AN

Orta Nokta veya Merkez

Karmasik Sayl

Uc Nokta

Kakler

ABC uggeni ile benzerlik orani 1/2 olan ADE tiggeni olugturulur.

Dosya Dizenle Gorinim Secenekler Araclar Pencere Yardim

AL~ S =IO £ F f! |
|_E4+ o J L.:, L !lée @¢ @g e VI | Iﬁg
Cebir Penceresi X | » Grafik

A=(0,0)
B=(2.54,4.21)
C=(6.4,0.22)
b=6.41
a=555
c=492
i1=13.19

D =(1.27,2)
E=(3.2,0.11)
d4=32

a, =278

e=2.46
i2=33

000 00000OPOOOO T~

Girig sekmesinde i1/uU2 yazilarak ABC liggeni ve ADE Uggenin alanlari orani f olarak hesaplatilir.

Giris: | ii1/ii2 | |
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Cebir Penceresi

¥ Grafik

2
® A=(0,0)
® B=(157,7)
® C=(6.63,1.41)
® b=678
® a=754
® c=718
® i1=2211
® D=(0.79,35)
® E=(3.31,071)
® d=339
o 2 =377
® e=359
® i2=553
0=4
® metin2 = “A(ADE)=5.53"
® metinl = “A(ABC)=22.11"
f=0.25
L ]

metin3 = “A(ADE)/A(ABC)=k?=0.25"

A(ABC) = 2211
A(ADE) =5.53

A(ADE)/A(ABC) =k = 0.25

Yazilim dinamik 6zelligi sayesinde B ve C noktalari degistirip farkli tiggenler igin alan orani f oraninin
degerini inceleyiniz? Benzer sekilde AD ve AE kenarlarinin orta noktalari ve A noktasiyla olugturaca-

giniz Gggenin alaninin benzer oldugu ABC liggenine oranini bulunuz.

Ozellik:

Benzer Ucgenlerin Alanlar1

Benzer iki tiggenin alanlar1 orani benzerlik ora-

ninin karesine esittir.

_

(ABC) ~ (DEF) ve benzerlik orani k ise

ispat:

A(ABC
% = k% olur.
A(DEF)

a h

d h K

_ a- h
AABC) T3 ah 2
A(Iﬁ:) d-h' 2 d-h
2
=K

A(ABC)
———=k" olur.
A(DEF)

A
D
-] ]
B H C E H
D LR > €
d
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Ornek: A

Sekilde G noktast ABC ii¢geninin agirlik merkezi EG // BC ve A(DEG) = 4
birimkare olduguna gore A(ABC) kag birimkaredir?

o~}
O

cozum:

A(DEG 2 ==
(7; - (%) _L ise A(DBC) = 36 birimkare olur.
ADBC) 9

A(ADC) ) |AD|
ADBC) |DB|

= lise A(ABC) = 72 birimkare olur.

\

o}
O

Ucgende alan ile ilgili uygulamalara yer verilir (Etkinlik Formu Soru 19, 20).

EK ETKINLiK ONERISI
Arastirma Sorular:
o Pick Teoremi’nin ispatini arastiriniz.
« Heron ii¢genlerini arastiriniz.
 Bir tiggeni hem iki esit gevreye hem iki esit alana bélen dogru var midir?
« Alani gevresine esit olan tiggenler var midir?
o Cevresi verilen bir iiggenin alaninin en biiyiik ve en kiigiik degeri nasil hesaplanir?
o Dinamik matematik programlarinda tiggende alan hesaplama uygulamalar yaptirilabilir.

o  Briit ve net alan kavramlarini arastiriniz.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

3,2,4,6,7,9,3,3.5

Uygulama sorusu...
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Etkinlik Formu

Birimkareli kagitta verilen gokgensel bolgelerin alanlarini Pick Teoremi'ni kullanarak bulunuz.

Bilgisayardan veya telefonunuzdan Pick Teoremi dinamik matematik/geometri

etkinligine asagidaki karekodu okutarak ulasabilirsiniz.

Sekildeki gibi maket yelkenli yaptiginizi diisiintin.
Maketinizin her birimi bir metreye karsilik gelsin.
Acaba yelkenli i¢in en az ka¢ metre kare kumas
almaliy1z.

ABC bir tiggen,

|AC| = 10 birim

|BH| = 6 birim, AC 1L BH, AB 1L BC
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4. ABCiiggen NK L AB, NM L AC, |AB| = 8 birim,
|AC| = 6 birim, [KN| = 4 birim, |[MN| = 5 birim
olduguna gére, A(ABC) kag birimkaredir?

5. ABCiiggen A, B, H dogrusal, [AH] 1 [HC],
|AB| = 12 birim, |HC| = 8 birim, olduguna gore
A(ABC) kag birimkaredir?

ABC tiggen, CH 1 AB, |AB| = |AC|, |AH| = 3 birim,
|BH| = 2 birim olduguna gore, A(ABC) kag birimkaredir?

[AF] n [DC] = {E}
AB 1 BC, |AD| = |DB] = 2 birim,
|BF| = |FC| = 3 birim

Verilenlere gore, tarali alanlar toplami kag birimkaredir?
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8. ABC tiggen, |AB| = |AD| = |DC| = 5 birim |BD| = 6 birim

olduguna gére, A(ABC) kag birimkaredir?
5

B

ABC iiggen, m(BAN) = m(NAC)

A
D C
A
|AB| = 10 birim -
|AC| = 14 birim 10 14
Alan(ABN) = 20 birimkare olduguna gore,
A(ABC) kag birimkaredir?
N C
A
F
E
D C
A
E
D C

. ABCiiggen, |AF| = |FD|, |AE| = |[EC]| ve

4|BD| = 3|DC| e
Verilenlere gore, &LE) orani kactir?
A(ABD)
B

1. ABC iiggeninde |[BD| = 2|DC|, |AE| = |ED|
Tarali alan 15 birimkare olduguna gére, ABC iiggeni-

nin alani kag birimkaredir?

B
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. ABC tggeninde G kenarortaylarin kesim noktasidir.

DG // BC ve A(DBG) = 3 birimkaredir.
Verilenlere gore, A(ABC) kag birimkaredir?

ABC tiggen DF // AC, |DC| = 3|BD|,
Alan(ABC)= 120 birimkare olduguna gore Alan(lﬁ:)

kac birimkaredir?

. ABCiiggen, AB L BC,ED//BC
|DE| = 4 birim, |AB| = 6 birim olduguna gore,
A(@ kag birimkaredir?

ABC tiggeninde G kenarortaylarin kesim noktasidir.
AG 1 BG, |BG| = 8 birim, |GC| = 10 birim olduguna
gore, A(ABC) kag birimkaredir?

. Sekilde; ABC bir tiggendir. DE // BC, [AB] 1 [AC] dir.
|AE| =4 cm, |DC| = 8 cm ise, A(DEF )kag cm? dir?

547

GEOMETRI

D
B C

LA

A

B D
A

E

E D

<

B

4

G
A
F

C
C

A

8
F C
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MATEMATIK

. Uggen trafik levhalari genellikle eskenar tiggen geklin-
dedir. $ekildeki levhanin bir kenar1 30 cm olduguna
gore alani kag santimetre karedir.

Alanlart esit olan bir eskenar tiggen ile bir karenin gevreleri orani nedir?

A
. ABC iiggeninde G kenarortaylarin kesim noktasidur.
DE// BC, G € [DE] @
S, = A(DFE) ve S, = A(ADE) olduguna gore,
S D G E
VA O

1
—— orani kactir?
S,

B F C

. ABC iiggen, B, G, F dogrusal
DF // BC, |AD| = |DB,

|DE| = |EF|

_

Verilenlere gore, A—A) orani kagtir?
FG)

ABC ve DEF iiggenleri benzer tiggenlerdir.

A(ABC)
A(DEF)

1 olduguna gore, bu iki tiggenin benzerlik oraninin 5 oldugunu gosteriniz.
4
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiINLiK ADI : UCGENDE FARKLI ALAN FORMULLERI
MODUL/KONU : Geometri/Ucgenler
KAZANIMLAR :1. Ucgenin farkli alan formullerini ispat eder.

2. Ucgenin alani ile ilgili problemleri kurar ve cozer.
SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : Etkinlik Formu, dinamik matematik yazilimi

Etkinligin Amaci

Bu etkinlikte, genel alan formulu disinda iki kenari ve bu iki kenar arasindaki aci-
sl, cevrel cember yaricapl ve kenar uzunluklari, ic teget cember yaricapl ve gevre-
si, kenar uzunluklari verilen Ug¢genlerin alanini elde eden formullerin ispatlanmasi

amaclanmaktadir. ispatlar yapilirken 6grencilerin karsilastiklari gucluklerin ve kul-

landiklari farkli stratejileri tartismasi saglanir. Problem kurma calismalarinda cizim
yapllmadan verilen (sdzel) problem durumlarina yer verilir.

Baslarken...

Olgme Bilgisi (Topografya); yeryiiziiniin tamaminin veya bir kisminin 6lgiilmesi, degerlendirilmesi, gizi-
midir. Basta jeodezi ve fotogrametri mithendisligi olmak {izere, insaat, sehir ve bolge planlama, jeoloji, gevre,
maden, orman, ziraat mithendisligi ve mimarlik alanlarinin temel konularindandir. Bir arazi pargasinin sek-
lini ve biiyiikliigiinii belirtecek planin ¢ikarilabilmesi i¢in gereken elemanlarin &l¢iilmesi islemine “Alan Olg-
mesi” denir. Alan 6l¢melerinde genellikle yapilan islem, arazi kenar uzunluklari ile detaylarin 6lgiilmesinden
ve geometrik alan formiillerinden yararlanilarak alanlarin hesaplanmasindan olugmaktadir. Elde edilen de-
gerlerin bir 6lcege gore kagit tizerine gegirilmesi yani planlarin elde edilmesi ise isin amacini olusturmaktadir.
Genellikle kiigiik arazi par¢alarinin alanlar: basit araglarla 6lgiilebilmektedir. Alani 6l¢iilecek araziyi birtakim
ticgenlere ayirarak yapilan 6l¢me islemine, ¢izgisel metod veya iicgenlere bolme metodu denir. Ornegin bir
tarlanin alaninin dl¢iilmesi istenirse s6z konusu tarla arazisi tiggenlere boliiniir ve meydana gelen tiggenlerin
biitiin kenarlar: 6l¢tliir. Elimizde sadece basit uzunluk 6l¢me araglar: bulundugu durumlarda bu metotla 6lg-
me yapilabilir.
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@

i¢c Teget Cemberinin Yaricapi ve Cevre Uzunlugu Bilinen Uggenin Alani

ABC tiggeninde O merkezli i¢ teget gemberinin yariga-

GC(ABC) a4b+c

p1 r olsun. Uggenin yari gevresi u = 2 = >

olmak iizere Alan(ABC) = u - r olarak hesaplanir.

ispat: :
h; teget cemberinin merkezinden kenarlara indirilen B P T
dikmeler ¢emberin yarigap: ve ayni zamanda AIB, AIC, a

BIC tiggenlerinin yiikseklikleri olur.

Alan(ABC) = Alan(AIB) + Alan(AIC) + Alan(BIC)
or ar (@+b+o)-r

——+ﬂ+——7—u r
= 2 = 2 =

Sonug¢

Yiikseklikleri esit r oldugu i¢in;
Alan(BIC)  Alan(AIC)  Alan(AIB)
a = b =

olusturdugu tiggenlerin alanlari, bu tiggenlerin ABC ii¢geni ile ortak olan kenarlariyla orantilidir.

esitligi vardir. I¢ teget cemberinin merkezinin ii¢genin kogeleri ile
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Ornek:

Cevresi 12 birim ve i¢ teget cemberinin yarigap1 3 birim olan ti¢genin alanini bulalim.

ic teget cemberi yardimiyla alan bulma sorularina yer verilir (Etkinlik Formu 1).

Okulun arkasindaki bahgenin ekilebilecek alanini hesaplamak i¢in 6gret-
men ve Ayse ellerinde serit metre, kigit ve kalem alarak bahgeye inmisler. Og-
retmen, Ayse’ye seklin diizgiin olmadigini ama ti¢genlere pargalarlarsa alanini
bulabileceklerini soyler. Sizce kenarlar1 bilinen bir tiggenin alanini nasil bula-
biliriz? Kenarlari 3, 4, 5 birim ve 6, 7, 8 birim olan iki {i¢genin alanlarini bulur-
ken nasil bir yol izlemeliyiz?

Dinamik matematik yazliminda ;|
Heron Alan Formili'nii kegfet-

Sirgi
tirmeye yonelik uygulama yap- o
Sayisal

tirir, O a

“Siirgi” olugtur sekmesinden a, OTamsay  [Rastgele

m Diigme

b, c surguleri min:0, max:20 Ar-
Aralik  Sirgii Canlandirma

win: o | maks:|20 | Ay 1
I I I I

tis 1 olacak sekilde olugturulur. | ¥/® lsaret Kutusu

a=1| Girdi Kutusu
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“Verilen uzunlukta Dogru Pargasi” segilip ekranda bogluga tiklanir. A noktasi belirlenince agilan uzunluk

penceresine a yazilir. AB dogru parcasi a surgustine bagl olugur.

@,

Surgi

Metin

Resim

Diagme

izaret Kutusu

Girdi Kutusu

Sirgi

(@ Sayisal

QO Ag
O Tamsay [] Rastgele

Arallk  Sirgii Canlandirma

| Tamam || iptal |

“Cember: Merkezi&Yarigap” 6zelliginden A merkezli b sirgiisine bagh b yarigaplh ve B merkezli ¢

stirgustine bagh ¢ yarigaph cemberler olusturulur.

G| EAN

Pergel

Yan Gember
Cember Yay

Cevrel Cember Yay
Daire Dilimi

Merkez ve Nokia ile Cember

@ 3 Moktadan Gecen Cember
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Cemberler “Kesistir” 6zelligi ile kesistirilir ve D noktasi olugturulur. ABD tiggeni a,b,c kenarlarina sahip

tucgenin alani Ul olarak Cebir Penceresinde belirir.

a, b, ¢ surguleri hareket ettirilerek ticgen olusturma kurallari ve kenarlari bilinen tiggenlerin alanlar

bulma tartigilir.

Artigin 1 segilmesi ticgenin kenarlarinin tam say1 olarak segilmesi icin belirlenmigtir. Artisi bos biraka-

rak 0,1 hassasliginda dlgimlerde yapabilirsiniz.

Dosve Dlzsnle So-inidm 3ecensMsr Aracar Fencere Yzrdm

[s bl LB @l <=+

P :
L

Dieylin Cokyen

I‘} Fiarmer Cokgen
1587 =y DAP=16

R

G587 =y Dd2P=1 I‘;. wekenr Cakgen
L5, 3.53)
LT 2T

nog e

.
.

=]

-4
=5
-4

28 ¢ Q00RO RROS

R
L

A A

/,
|
\\

Heron Alan Formuili:

Bir tiggenin kenar uzunluklari a, b, ¢ olsun.

. a+b+c .
Cevrenin yarisi u = T olmak tizere,

Alan(ABC) = {u- (u - a)(u - b)(u - ¢) formiilii ile bulunur.

ispat 1:

Bir ABC tiggeninin i¢ teget cemberi ile dis teget cemberini
cizelim. Kenarlari sirasiyla a, b, c olmak iizere,

a+b+c

Cevrenin yarisi u = >

seklinde tanimlayalim.

u 'yu bu sekilde tanimladigimizda kenar uzunluklar: sekil-
deki gibi olurlar.
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0,DC ~ CEO, oldugundan u{ o= <)

BDO, ~ BEO, oldugundan % = ul—lb ..... (2)

(1) ve (2) de Rlleri esitlersek;

wr (@-9u-a)

(u-b) r
wr’ = (u-a)(u-b)u-c

elde edilir. Alan(zﬁc) = ur oldugundan

(Alan(ABC)? = v’r* = u- (u - a)(u - b)(u - ¢)

Alan(ABC) = {u- (u - a)(u - b)(u - ¢) bulunur.

ispat 2:

BC kenarina ait yiikseklik h olmak tizere Pisagor bagintisindan;

@a-x?+h*=b*(1)

X +h*=¢? (2) bulunur.

(1)den (2)yi ¢ikartirsak;

(a-x?-x*=b"-
a’-2ax=b*-?

(@%-b*+d

x= 2a

x degerini (2) denkleminde yerine yazip,

h degerini bulalim.

(a2 e c2)2

B +h?=c?
4a
h2 2 (32 - b2 + C2)2
=CcC -—
4a°

4a’h? = 4a’c* - (a® -b2+c2)2
4a°h? = ((a+c)2 b)) (b2 - (a- c)z)
4a’h*=(@+c+b)-a+c-b)-(b+a-c)-(b-a+c)
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a+b+c=2uolsun.
4a’h* =2u - (2u - 2b) - (2u - 2a) - (2u - 2¢)
42’h*=16u- (u-a)- (u-b)- (u-c)

2,2

"‘4h —u-(u-2)-(u-b)-(u-0

ah\?

<7> = (A(ABC)*=u-(u-a)-(u-b)-(u-c

Alan(ABC) ={u- (u-a)- (u-b) - (u-c)

Ornek:

Bir tiggenin kenarlar1 13, 14, 15 birim ise bu tiggenin alanini bulunuz.

Coézim
1. Yol:

Heron formiili ile

. a+l;+c _ 13+124+15 — 21 birim

Alan(ABC) = {u- (u - a)(u - b)(u - ¢)
={21- (21 - 13)(21 - 14)(21 - 15) = {21-8:7-6 = 84 birimkare bulunur.

2. Yol:
Bu soruyu Heron Formiilii kullanmadan ¢ozelim.
ABC tiggeninde [AH] L [BC] olacak sekilde
H noktasi belirlenirse, ABH 5-12-13 dik

tiggeni ve AHC 9-12-15 dik ti¢geni elde edilir.

Alan(ABC) = % = 84 birim kare bulunur.

Heron Formiili ile alan hesaplama uygulamalarina yer verilir (Etkinlik Formu Soru 2).
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Trigonometrik Alan Formdilii:

Iki kenar1 ve bu iki kenar arasindaki agisi verilen bir ABC {iggeni igin;

Alan(ABC) = %b-c-sinA = % -a-c-sinB = % -a-b-sinC

ispat: B

. a .
sinB = — ve h, = c-sinB
c

Alan(ABC) = % -ah, = —a-c-sinB bulunur.

1
2

Diger esitsizlikler de benzer sekilde gosterilir.

Ornek: A

Sekildeki ABC ti¢geninde m(ABC)=30° ve |AB| = 4 cm 4
ve |BC| = 6 cm olduguna gore ABC tiggenin alanini bulunuz.

30°
B 6 C

Coézum:

Alan(ABC) = % IBC| - |AC] -sinB

1
= —a-c-sin30° =
S acsin

olarak bulunur.

Ornek:
Sekilde Alan(AFE) = Alan(CDF) olduguna gore |CD| = x kag cmdir?

cozum:

Alan(ABC) = Alan(AFE) + Alan(BEFC)
= Alan(BEFC) + Alan(CFD)

= Alan(BED) olur.

Alan(ABC) = % |AB| - |BC| -sinB = % - |BE| - |BD| :sinB = Alan(BED)

%9-4-sinB = % -6 (4 + x) -sinB

X = 2 ¢cm bulunur.
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Trigonometri yardimiyla alan bulma uygulamalarina yer verilir (Etkinlik Formu Soru 4).

Cevrel Cemberinin Yaricapi Bilinen Uggenin Alan Bagintisi
ABC ti¢geninin ¢evrel gemberinin yarigapi R ise;

a-b-c
4R

Alan(ABC) = olur.

ispat:

sii e 2R ve sinA = ﬁ oldugundan trigonometrik alan bagintisinda yerine yazalim.

a-b-c
4R

Alan(ABC) = % ‘b-c sinA ise Alan(ABC) = % bec ﬁ olur. Alan(ABC) = bulunur.

Ornek:

|AB| = |AC| = 10 cm ve |BC| = 12 cm olan tiggenin ¢evrel ¢emberinin yaricapini bulalim.

Coézum:
A
Uggen ikizkenar oldugundan BC kenarina indirilen dikme, kenar iki '
es pargaya ayirir. Pisagor bagintisindan |AD| = 8 cm bulunur. E
Alan(ABC) = 122—8 = 48 cm” bulunur. i
Ayni zamanda E
Y [
b B 6 D 6 = C
a-b-c 10-10-12 e 0 b6 -

Alan(ABC) = @R - @R - 48olur.  TTteel -

25 12

R= Tcm bulunur.

ic teget cember ve cevrel cember ile alan bulma uygulamalarina yer verilir (Etkinlik Formu

Soru 5).
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EK ETKiINLiK ONERISi

Aragtirma Sorulari

o Kenar uzunluklar: a, b, ¢, disteget cember yarigaplar: sirasiyla r,r

» I, Ve yari gevresi u olan bir
Alan(ABC) =r,- (u-a) =1, (u-b) =r. (u - ¢) oldugunu gosteriniz.

+ Kenar uzunluklar a,b,c, i teget gember yarigapi r ve dis teget gember yarigaplari r,, ry, r. olan bir ABC
tiggeninin alani1 4 r-r -1y, oldugunu gosteriniz.

« Bir liggenin i teget gember yarigapi ile her kenara ait yiikseklikler arasindaki iliski incelenebilir.

o Dis teget cember yarigaplar ve kenar uzunluklari verilen {iggenin alaninin nasil bulunacag iizerinde
caligilabilir.

« Her kenar uzunlugu ve alani tam say1 olan tiggenler iizerinde ¢esitli arastirmalar yapilabilir.

KAYNAKLAR

Akbulut, H. (2009). Heron U§genleri Uretme Metodlari. Doktora Tezi, Selcuk Universitesi Fen Bilimleri Ens-
titiisii.

Ceylan, A., & Tombaklar, O. H. (2006). Ol¢me Bilgisi (Topografya). Selguk Universitesi Mithendislik Mimar-
lik Fakiiltesi Ders Notlar1 Yayin, (56).

TUBITAK(2019). 27. Ulusal Bilim Olimpiyatlar: Birinci Asama Sinavi - Ortaokul Matematik.

TUBITAK(2020). 28. Ulusal Bilim Olimpiyatlar: Birinci Asama Sinavi - Ortaokul Matematik Yagci, M.(2019)
My Geometri-1-Altin Nokta Yayinevi.

OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Dereceleme Olgegi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulagabilirsiniz.
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Etkinlik Formu Cevaplari

45/2
. a)4{6
b) 24195
c) 30
d) 20414
e) 443

. 12{5 r=4{5

. r=43, R=243

. 12/5
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Etkinlik Formu

Kenar uzunluklar1 9, 12, 15 birim olan bir ABC ii¢geninin i¢ teget ¢emberinin merkezi ile ABC
tiggenin koselerini kose kabul eden tiggenlerden alani en biiyiik olanin alani kag birimkaredir?

. Kenarlar1 uzunluklari verilen tiggenlerin alanlarini bulunuz.
a)a=4,b=5c=7

b)a=7,b=8,c=11

c)a=5Db=12,c=13

d)a=12,b=13,c=15

e)a=4,b=4,c=4

. Kenar uzunluklari 7, 8 ve 9 birim olan bir iicgeninin alani kag birimkaredir? I¢ teget cemberinin
yarigapi kag birimdir?

. Bir ABC tiggeninde |AB| = 4 birim, |BC| = 6 birim ve m(ABC)=30° olduguna gére ABC tiggenin
alanini bulunuz.

. Bir kenar1 6 birim olan eskenar ii¢genin i¢ teget cemberinin ve ¢evrel cemberinin yarigapini bulu-
nuz.

. s(ABC)=90° (m(ABC)=90°) olan bir ABC dik ii¢geninin [BC] ve [AC] kenarlar1 tizerinde sirasiyla
D ve E noktalar1 aliniyor. 2-|AE| = 3-|[EC|, |AB| = 6 ve |BD| = 2 ise BED ti¢geninin alani kagtir?

5/3,2,12/5,5/2,3
(2020 TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat1)

. Bir ABC ti¢geninde [BC] kenari iizerinde bir D noktas: aliniyor. BC dogrusuna paralel olan bir
dogru [AC] ve [AB] kenarlarini sirasiyla E ve F noktalarinda kesiyor. Alan(BFD) = 1, Alan(DEF) =2 ve
Alan(DEC) = 3 ise Alan(AFE) kactir?
1,3/2,2,5/2,3

(2019 TUBITAK Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyatt)

. Yiiksekliklerinin uzunluklari 3, 4 ve 6 birim olan bir tiggenin ¢evre uzunlugu kag birimdir?
(2012 TUBITAK Ulusal Matematik Olimpiyatt)
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Etkinlikle ilgili tum materyallere ulasmak icin karekodu okutunuz.

ETKiNLiK ADI : OKLID DISI GEOMETRILER
MODUL/KONU : Geometri/Oklid Disi Geometriler

KAZANIMLAR : Oklid digl geometrilerin ortaya cikisini neden-sonug iligkisi
icinde yorumlar.

SURE : 4 ders saati

KULLANILACAK
MATERYALLER : DUnya kuresi, balon, Etkinlik Formu

Etkinligin Amaci

DUzlem geometrisi olarak da adlandirdigimiz Oklid geometrisinden baska ge-
ometrilerin de oldugunu 6grencilere fark ettirmektir. GUnlUuk hayatta karsilasti-
gimiz geometrik kavramlar aslinda Oklid geometrisiyle aciklanamaz. Oklid'in 5.
postulatinin 6nemi ve Oklid disi geometrilerin olusumu incelenecektir.

Baslarken...

Oklid geometrisi olarak bildigimiz ve
derslerde kullandigimiz geometri MO 300

yillarinda Iskenderiye’de yasamis biiyitk ma-
tematikgi Oklid tarafindan yazilan on iig cilt-
ten olusan “Elementler” kitabinda islenmistir. P
Oklid “Elementler”in baslangic béliimiinde

temel ilkeleri tanimlar, aksiyomlar ve postu-
latlar olarak vermistir.

Oklid’in postulatlarini kisaca

1) Bir dogru pargasi her iki ucundan son- A
suza kadar uzatilabilir.

2) iki nokta arasi en kisa yol bir dogru
parcasidir.

3) Bir noktaya esit uzaklikta bulunan nok-

talarin geometrik yeri bir cember belir-
tir.
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4) Biitiin dik acilar birbirine esittir.

5) Diizlemde, bir dogruya disinda bulunan bir noktadan sadece bir tane paralel dogru izilebilir, seklinde
verebiliriz.

o Sizce besinci postulatin dogru olmadig: yerler var midir?

Ogrenciler Etkinlik Formu Soru 1’e yénlendirilir.

Gorselde, Madrid ve Los Angeles arasinda bir ugak rotasi vardir. Neden bu rota, mor ile ¢izilen diiz ¢izgi
degil de tstteki gibi egimli ¢izgiyle gosterilmektedir?

___PQRIEK-i
_-____------"" ISPANYA

- FAS

MEKSIKA

Sorumuza cevap olarak: aktarma yapacaktir, hava akimlarindan faydalanmak i¢in, diinya yuvarlak oldugu
i¢in, goz yanilmasi seklinde cevaplar alinabilir.

Oklid geometrisine gore bir dik {iggende hipoteniis en kisa mesafedir. Haritada Kanada tarafindan gegtigi-
miz yol tizerinde kirmiz1 gizgiye bir nokta koysak bir tiggen elde edebiliriz. Bu tiggeni dik iiggen olarak kabul
edelim. Diizlem geometrisi kurallarina gore hipoteniis uzunlugu tizerinden hareket edersek daha kisa mesa-
fede varis noktasina ulasiriz. Fakat haritayr merkezinden sisirdigimizi diigiinelim. $isirilmis haritada ekvatora
yakin yerler arasindaki 6nceden ¢izilmis iki nokta aras1 mesafe kutuplara yakin yerlerde énceden ¢izilmis
noktalardan daha uzaktir.

Diinya tizerindeki iki nokta arasindaki en kisa mesafeyi nasil gosterirsiniz?

Oklid geometrisi diigiince tarzina gore harita tizerinde iki nokta arasinda diiz bir ¢izgi ¢izersiniz. Ornekte
Madrid ve Los Angeles aras1 gosterilmistir. Ucagin bu ¢izgi tizerinde yol aldigin1 diisiiniirsek 9498 km yol git-
memiz gerekir. Ancak biiylik gember boyunca ugarsaniz yani kuzeydoguya yonelip, sonra yavas yavas giiney-
doguya yonelirseniz gittiginiz mesafe 9374 km olacaktir. Buna benzer yollarin yerkiireyi diiz gosteren harita
tizerindeki goriintisii aldaticidir.

Ogrenciler Etkinlik Formu 2 ve 3'e yénlendirilir.
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Oklid Dig1 Geometriler

MO 300 yillarinda Oklid giiniimiizde kullandigimiz geometriyi aksiyomatik olarak olusturmustur. Oklid
geometrisi diizlemlerde ve egikligin g6z ardi edilebilecegi kii¢iik dlgeklerde dogru islemekle birlikte gercek
hayatta karsilagilan geometri problemleri daha ¢ok Oklid dis1 geometrinin konusunu olusturur. Macar mate-
matik¢i Bolyai, Rus matematik¢i Lobachewsky ve Alman matematik¢i Riemann tarafindan Oklid geometri-
sinden farkli geometriler gelistirilmistir. Bu geometriler sirasiyla kiiresel geometri ve hiperbolik geometri ola-
rak bilinir. Oklid dig1 geometrilerin baslangi¢ noktasi, “Diizlemde bir dogruya disinda bulunan bir noktadan
sadece bir tane paralel dogru ¢izilebilir” postulatina dayanir. Kiiresel geometride postulat “Bir dogruya digin-
daki bir noktadan higbir paralel ¢izilemez.” ve hiperbolik geometri “Bir dogruya disindaki bir noktadan birden
fazla paralel cizilebilir” aksiyomlarina doniisiir. Oklid metriginin diginda tanimlanan metriklerin yardimiyla
yeni geometriler gelistirilmistir. Lorentz ve Minkowski geometrileri bu geometrilerin en yaygin olanlaridir.

Ogrenciler Etkinlik Formu 4'e yénlendirilir.

Ktiresel Geometri

Yarigap1 R olan bir kiire diisiinelim. Kiire yiizeyinde geometri olusturmak miimkiindiir. Kiiresel geometri
tanimi buradan gelmektedir. Ug boyutlu uzayda baslangic noktasina uzaklig sabit olan noktalarin kiimesine
kiire denir. Bu kiirenin noktalarina kiiresel geometrinin noktalar1 denir. Kiire yiizeyinde bildigimiz sekilde bir
dogru ve dogru pargasindan bahsedemeyiz. Dogru pargas: diizlemde iki nokta arasindaki en kisa yol olarak
tanimlanabilir. Kiiresel geometride kiiresel iki nokta arasindaki en kisa yol; bu iki nokta ve baslangi¢ nokta-
sindan gegen diizlemin kiireyle kesisiminden elde edilen ¢gemberin kisa yayidir.

Kiiresel geometride bir noktadan disindaki bir dogruya hicbir paralel dogru ¢izilemez ve dogrular iki nok-
tada kesisen ¢gemberlerdir. Bu sekilde tanimlanan ii¢ ¢ember tarafindan olusturulan ti¢genlerden her birine
kiiresel tiggen denir. Bu durumda sekiz tane kiiresel iiggen olusmaktadir. Bir karpuzu her seferinde iki yarim
kiire olacak sekilde ti¢ defa kestigimizi diisiiniirsek kalan pargalarin kabuklari tiggensel bolge olusturmaktadar.
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Ogrenciler Etkinlik Formu 5'e yénlendirilir.

Ornek: Diinya iizerindeki bir noktadan 100 km giiney yonde hareket edip, sonra 100 km dogu yoniinde
hareket edip sonra da 100 km kuzey yonde hareket eden bir hareketlinin ayni noktaya vardigi kag farkli nokta
ya da noktalar vardir?

Kuzey Yarim Kiirede segilen herhangi bir noktadan, verilen adimlar takip edildiginde Kuzey Kutup Nokta-
st hari¢ ayni noktaya gelinmedigi goriilebilir.

=

W

o Acaba Giiney Yarim Kiirede boyle nokta veya noktalar var midir?
« Ekvator ve paraleller iizerinde siirekli ayn1 yone gitsek baslangi¢c noktasina ulagir mry1z?

« Ekvator ¢izgisi hangi geometrik sekle karsilik gelir?
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Ornegin paralellerden 100 km uzunlugunda, olan
parelelin 100 km kuzeydeki herhangi bir A noktasin-
dan giineye dogru 100 km ilerlersek B noktasina ulasi-
riz. Sonra 100 km doguya gidince paralele tam bir tur
atip B noktasina tekrar gelmis oluruz. 100 km kuzeye
gidersek bagladigimiz noktaya dénmiis oluruz.

Cevresi 50 km veya 25 km olan paraleller i¢in de
ayn1 durum gegerli midir? Tartiginiz.

Ogrencilere “Uggenin i¢ agilar toplami kag derece-
dir?” sorusu sorulur. Alinan cevaplarin ¢ogunlugu 180
derece olacagindan diizlemde denilmedigi hatirlatilir.

Kiiresel tiggenlerin i¢ agilar toplami kag derece ola-
bilir? Diinyay1 tam bir kiire olarak diisiinelim. A nok-
tasin1 Kuzey Kutup Noktasi, B noktasini Greenwich
boylamu tizerinde ve C noktasini 90° boylamu iizerinde
diistiniirsek olusan kiiresel tiggenin i¢ agilar toplami
a+p+y=270° olarak bulunur.

Bir kiire tizerindeki kiiresel {iggenin i¢ ag¢ilarinin
toplam1 180°den biiyiiktiir. Meridyenler enlemlere dik
(burada ekvator paraleli) olduklarindan f ve y agilari-
nin toplami 180°dir. Bu durumda a +  + y > 180° olur.
Olay, kiirenin pozitif egriliginden ileri gelir. Kiiresel
tiggenin i¢ agilar1 toplami 180°den biiyiik, 540°den
kigiiktiir. Kiiresel ti¢genin i¢ agilar: toplamu ile 180°
arasindaki farka kiiresel tiggenin fazlasi denir ve € ile

gosterilir. Alani ise kiirenin yarigapi R ve kiiresel iigge-
nin fazlasi € olmak iizere

m.e.R?
180 olarak buluna-

bilir. Burada alanin ve kiiresel fazlaligin biiyiimesinin

Kiiresel Uggenin Alani =

yarigapla dogru orantili oldugu séylenebilir.

Ogrenciler karekodu okutarak Diinya yiizeyindeki
uzakliklar simile eden etkinlige yonlendirilir.
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Ogrenciler Etkinlik Formu 7'ye yénlendirilir.

Hiperbolik Geometri

Oklid geometrisinden bir farkla ayrilir. Oklid’in paralellik aksiyomunun tersini dogru olarak kabul eden
geometride bir dogrunun digindaki bir noktadan birden ¢ok (sonsuz) paralel dogru gegebilir. Ayrica bir tigge-
nin i¢ agilar1 toplami1 her zaman iki tane dik agidan kiigiiktiir.

EK ETKINLiK ONERISi

Aragtirma Sorular1

« Ug boyutlu kiiresel cisimleri iki boyutlu diizlemlere aktarabilmek zordur. Bu sebepten haritalar ¢izilirken
“projeksiyon yontemleri” kullanilir. Projeksiyon yontemleri Oklid dig1 geometriler kapsaminda arastirilir.

o Salih Zekinin Lobagevski geometrisi hakkindaki ¢aligmalar: arastirilir.
« Mobius seridi ve Klein sisesi incelenebilir.
 Poincaré diski arastirilabilir.

o Mimaride kullanilan pandantif ve Mimar Sinan’in eserlerinde gegen geometrik kavramlar arastirilabilir.
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OLCME DEGERLENDIRME

Bu etkinlige ait Kontrol Listesi Degerlendirme Formu’na etkinlik karekodunu okutarak ulasabilirsiniz.
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GEOMETRI

Etkinlik Formu Cevaplari

1. a. Kiiresel geometri
b. Egimli kirmiz1 ¢izgi
. Ug boyutlu gorsellerin diizlemde ¢izilmesi
. Tartisma
. Balonun ortasindaki gizgiler en uzak konumdadir.
. Uggenlerin kenarlar1 dogru degil, egri seklindedir. Alan artmugtir. I¢ agilar1 toplamu biiyiimiistiir.
. Uygulama

. Icaglar kii¢tilmiistiir.
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MATEMATIK
Etkinlik Formu

1. Gorselde Madrid ve Los Angeles arasinda bir ugak rotas: Torontodan noktadan gegecek sekilde
¢izilmigtir.
a. Neden bu rota mor ile ¢izilen diiz ¢izgi degil de tistteki gibi egimli ¢izgiyle gosterilmektedir?

b. Sizce ugak bu iki ¢izgiden hangisinden giderse daha az yol alir?

7

KANADA

BIRLESIK
KRALLIK

IRLANDA

g FRANSA
AMERIKA
) adrid
_ . DORBTEKizJ=
-————— iSPANYA

FAS

CEZAYIR

MEKSIKA r

. Resim dersinde perspektif ¢alismasi yaparken 6gretmen, tahtaya
yandaki gukur resmini yansitmigtir. Goriintiideki bitiin karolar
esit olmasina ragmen neden kenar uzunluklar: birbirinden farkl
gortinmektedir?

. Resimde 360 derece panoramik ¢ekilmis bir fotografta kopriiniin
fotografi vardir. Acaba kopriiniin diiz bir dogru seklinde olan kor-
kuluklar1 neden egilmistir?
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GEOMETRI

. Elimizdeki balonlara birbirine paralel ii¢ dogru ¢izelim ve balonu sisirdikten sonra paralel dogru-
larin durumlarindaki degisimleri tartisalim.

Elimizdeki balonlara sisirmeden 6nce tiggen ¢izelim ve balonlari sisirelim.
a. Uggenlerde nasil degisiklikler oldugunu gozlemleyiniz.
b. Kenarlarindaki degisim miktarina gére alani ne oranda degisti?

c. Uggenlerin i¢ agilarinin toplami diizlemde ¢izdigimiz tiggenlerle ayni midir?

Telefonunuzdan ya da bilgisayarinizdan karekodu okutarak Diinya yiizeyindeki uzak-
liklar1 simiile eden etkinlikte kirmizi noktalar: siiriikleyerek degisimleri inceleyiniz.

| * 3D Grafi

Okul gezisinde Mimar Sinanin eser-
lerini gezen Erhan, ¢ektigi fotografta
bir ii¢gen oldugunu ancak bu tiggenin
diizlemdeki tiggenden farkli oldugunu
gormiistiir. Sizce farklar nelerdir?
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GORSEL KAYNAKCA
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